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          Vorwort
 
        
 
        Das Rechnen in der Physik unterscheidet sich vom Rechnen in der Mathematik, weil eine Zahl in der Physik stets mit einem Objekt oder einem Vorgang aus der realen Welt in Verbindung steht. Die Angabe einer solchen Zahl muss (zumindest im Prinzip) immer durch eine Messung überprüfbar sein. Das setzt aber die Kenntnis des Vergleichsmaßstabes voraus, mit dem diese Messung durchgeführt werden soll, also zum Beispiel bei der Längenmessung mit einem Lineal, ob die Messung in Millimetern oder Zentimetern erfolgen soll. Zur Kennzeichnung des jeweiligen Vergleichsmaßstabes verwendet man in der Physik Einheiten und bezeichnet die Kombination aus einer Zahl und einer Einheit als physikalische Größe. Dieses Buch handelt von den Konsequenzen, die sich aus der Verwendung physikalischer Größen ergeben.
 
        Wenn man mit physikalischen Größen rechnet, rechnet man nicht nur mit Zahlen, sondern auch mit Einheiten. Für das Rechnen mit Zahlen gelten die üblichen Regeln der Mathematik, aber als Folge der Einheiten treten noch einige weitere Regeln hinzu. Diese zusätzlichen Regeln behandeln wir in Kapitel 1 über die Größenlehre. Ein wesentlicher Aspekt einer Größe ist, dass ihr Wert unabhängig von der verwendeten Einheit sein muss, d. h. wenn eine Einheit gegen eine andere Einheit ausgetauscht wird, muss man entsprechend auch den Zahlenwert ändern. Die Länge eines Bleistiftes lässt sich beispielsweise mit 15 Zentimetern oder 150 Millimetern angeben: Zahlenwert und Einheit sind jeweils verschieden, aber die Länge des Bleistifts ist in beiden Fällen gleich. Man sagt dafür auch, dass eine Größe invariant gegen einen Einheitenwechsel ist. Bei den Begriffen zur Größenlehre folgen wir weitgehend der europäischen Norm DIN EN ISO 80000-1 Größen und Einheiten Teil 1: Allgemeines, weichen davon aber an einigen Stellen leicht ab, wo es für den Aufbau unseres Buches sinnvoller erscheint.
 
        In der Realität stehen physikalische Größen auf vielfältige Art miteinander in Beziehung. Bei einem Gas (mit gegebener Masse und gegebener chemischer Zusammensetzung) stellt man zum Beispiel fest, dass von den drei Größen Volumen, Druck und Temperatur nur die Werte von zwei Größen frei wählbar sind, der Wert der dritten Größe stellt sich dann (eventuell nach einer gewissen Übergangszeit) von selbst ein. In der Mathematik beschreibt man solche Abhängigkeiten durch Funktionen. Allerdings handelt es sich in der Physik um Funktionen zwischen physikalischen Größen, sodass nicht alle mathematisch denkbaren Funktionen zulässig sind, sondern nur solche, die invariant gegen einen Einheitenwechsel sind. Wie sich diese Forderung bei der Planung und Auswertung von Experimenten ausnutzen lässt, beschreiben wir in den Kapiteln 2 und 3 über die klassische Dimensionsanalyse und über die Ähnlichkeitslehre. Das zentrale Ergebnis der klassischen Dimensionsanalyse lautet, dass in der Physik nur solche Funktionen zulässig sind, bei denen Argumente und Funktionswerte aus dimensionslosen Kombinationen von Größen bestehen, also Kombinationen, die reine Zahlen sind und deshalb keine Einheit benötigen. Die Formulierung mit diesen dimensionslosen Kombinationen hat den Vorteil, dass sich dadurch oft eine kleinere Anzahl der Variablen ergibt, als wenn man die Abhängigkeit durch die ursprünglichen, dimensionsbehafteten Größen ausdrückt. Der Name Dimensionsanalyse hängt damit zusammen, dass für die Menge aller Größen, die in derselben Einheit messbar sind, auch der Name Dimension üblich ist.
 
        Die Auswertung von Experimenten führt im Wechselspiel mit theoretischen Überlegungen zu physikalischen Gesetzen. Diese Gesetze werden in mathematischer Form als Gleichungen formuliert, in denen physikalische Größen vorkommen und die dadurch ebenfalls invariant gegen einen Einheitenwechsel sein müssen. Man kann deshalb auch das Gleichungssystem, das einen physikalischen Vorgang beschreibt, als Ausgangspunkt einer Dimensionsanalyse wählen. Diese Vorgehensweise nennen wir erweiterte Dimensionsanalyse und beschreiben ihre Einzelheiten in Kapitel 4. Dieses Kapitel bildet den zentralen Teil unseres Buches: Die erweiterte Dimensionsanalyse beseitigt einerseits Unsicherheiten bei der praktischen Anwendung der klassischen Dimensionsanalyse und kann dadurch manchmal aussagekräftigere Ergebnisse liefern, andererseits eröffnet die erweiterte Dimensionsanalyse einen Zugang zu Lösungsverfahren für bestimmte Arten von Differentialgleichungen.
 
        Die elementaren physikalischen Gesetze für Größen wie Masse, Impuls oder Energie lassen sich mathematisch als partielle Differentialgleichungen formulieren, die zusammen mit einem Satz geeigneter Anfangs- und Randbedingungen die Veränderung der betrachteten Größen in Raum und Zeit beschreiben. Diese Anfangsrandwertprobleme sind in der Regel so kompliziert, dass sie nur durch den Einsatz von Computern lösbar sind. Für ein grundlegendes Verständnis physikalischer Vorgänge ist man aber oft auf einfachere Lösungen angewiesen, die sich durch bekannte mathematische Funktionen ausdrücken oder zumindest aus gewöhnlichen Differentialgleichungen berechnen lassen. Solche Lösungen existieren in der Regel nur für mehr oder weniger stark idealisierte Probleme, bei denen man eine bestimmte Symmetrie ausnutzen kann. Ein typisches Beispiel ist das elektrische Feld in der Umgebung einer einzelnen punktförmigen Ladung: Wenn man annimmt, dass das Feld kugelsymmetrisch ist, lässt sich die partielle Differentialgleichung auf eine gewöhnliche Differentialgleichung reduzieren, in der die einzige unabhängige Variable der radiale Abstand vom Ladungsmittelpunkt ist. Anders ausgedrückt bedeutet die Annahme der Kugelsymmetrie das Aufsuchen einer Lösung, die invariant gegen beliebige Drehungen im Raum ist. Diese Betrachtungsweise eröffnet die Möglichkeit, auch andere als geometrische Invarianzen bei der Vereinfachung von Anfangsrandwertproblemen zu nutzen. Bei physikalischen Gleichungen gehört hierzu insbesondere die Invarianz gegen einen Einheitenwechsel, und die so gefundenen Lösungen werden als ähnliche Lösungen von Randwertproblemen bezeichnet. Ob ein Randwertproblem eine ähnliche Lösung besitzt und wie man sie gegebenenfalls findet, lässt sich mithilfe der erweiterten Dimensionsanalyse klären. Die Einzelheiten besprechen wir in Kapitel 5.
 
        In Physik und Technik verwendet man heute üblicherweise das Internationale Einheitensystem (SI). Das SI kennt sieben Basiseinheiten, die als unabhängig betrachtet werden, und eine Vielzahl von abgeleiteten Einheiten, die nach bestimmten Regeln aus den Basiseinheiten zusammengesetzt werden. Auf die SI-Basiseinheiten, deren Definition in der Vergangenheit schon mehrfach angepasst wurde, und auf wichtige abgeleitete SI-Einheiten weisen wir in Kapitel 1 hin. Die Anzahl und die Art der Basiseinheiten ist nicht durch die Naturgesetze bestimmt, das SI hat sich lediglich als zweckmäßig erwiesen und im Laufe der Zeit gegen konkurrierende Einheitensysteme durchgesetzt. Von einem übergeordneten Standpunkt aus betrachtet sind auch Einheitensysteme mit mehr oder weniger als sieben Basiseinheiten möglich. Die Frage nach der Anzahl und der Art der Basiseinheiten lässt sich mithilfe der erweiterten Dimensionsanalyse klären. Die Antwort geben wir im abschließenden Kapitel 6 über Dimensionssysteme und können dabei insbesondere auch die jüngste Anpassung der SI-Basiseinheiten aus dimensionsanalytischer Sicht erläutern.
 
        Das vorliegende Buch ist aus Lehrveranstaltungen am ehemaligen Hermann-Föttinger-Institut für Thermo- und Fluiddynamik der Technischen Universität Berlin entstanden. In der Strömungstechnik gehört die Dimensionsanalyse zur Grundausbildung angehender Ingenieurinnen und Ingenieure, weil sich viele Fragen bis in die heutige Zeit nur experimentell, z. B. in Windkanalversuchen beantworten lassen. Entsprechend gibt es eine Vielzahl von Büchern zur Dimensionsanalyse, von denen wir aber nur einige, die uns als Ergänzung zu unserer Darstellung sinnvoll erscheinen, in das Literaturverzeichnis aufgenommen haben. Die existierenden Bücher konzentrieren sich in der Regel auf die klassische Dimensionsanalyse. Die Verbindung zwischen der Dimensionsanalyse und der Suche nach ähnlichen Lösungen von Randwertproblemen wird zwar erwähnt, viele Einzelheiten bleiben jedoch vage. An dieser Stelle können wir mit der erweiterten Dimensionsanalyse ein Verfahren präsentieren, das systematisch die Frage nach der Existenz ähnlicher Lösungen beantwortet und gleichzeitig auch den Ansatz für die Transformation der zugehörigen Differentialgleichungen liefert. Selbstverständlich lassen sich ähnliche Lösungen auch auf rein mathematischem Weg finden, der ohne den Größenbegriff auskommt und auf der Theorie der Lie-Gruppen aufbaut. Die Durchführung ist jedoch oft mit erheblichem Aufwand verbunden und setzt vertiefte mathematische Kenntnisse voraus, die üblicherweise nicht in einem ingenieurwissenschaftlichen Studium vermittelt werden. Wer sich näher für diese mathematischen Aspekte interessiert, findet im Literaturverzeichnis Hinweise auf weiterführende Lehrbücher.
 
        Unser Buch wendet sich vorzugsweise an Studierende und Forschende technischer Fachrichtungen. Wir führen die Methoden anhand von Beispielen ein und vermeiden bei der Verallgemeinerung formale mathematische Schreibweisen, sondern geben einer Beschreibung durch Worte den Vorzug. Das Buch enthält außerdem eine Reihe von Aufgaben und ist damit auch für das Selbststudium geeignet. Der Schwierigkeitsgrad der Aufgaben variiert von Fragen zur Begriffsbestimmung über Aufgaben zum Rechnen mit Einheiten bis zur Lösung von Randwertproblemen. Zahlreiche Aufgaben stammen (ebenso wie viele Beispiele im Text) aus dem Bereich der Strömungsmechanik. Das ist durch die Entstehungsgeschichte des Buches bedingt, hängt aber auch damit zusammen, dass dimensionsanalytische Methoden in der Strömungsmechanik oft besonders erfolgreich eingesetzt wurden. Für Leserinnen und Leser, die mit der Strömungsmechanik weniger vertraut sind, haben wir den physikalischen Hintergrund jeweils ausführlich erläutert. Aus mathematischer Sicht erfordert die Lektüre des Buches vor allem Grundkenntnisse der linearen Algebra (Matrizen, Lösung linearer Gleichungssysteme), das Kapitel 5 setzt auch eine gewisse Erfahrung im Umgang mit partiellen Differentialgleichungen voraus. An zahlreichen Stellen des Buches werden Matrixumformungen benötigt. Um diese Umformungen im Detail nachvollziehen zu können, ist der Einsatz eines Computeralgebrasystems ratsam.
 
        Die Lehrveranstaltung, auf der unser Buch beruht, geht auf Vorlesungen über klassische Dimensionsanalyse und Ähnlichkeitslehre von Professor Dr.-Ing. Rudolf Wille, dem ersten Direktor des Hermann-Föttinger-Instituts, zurück. Ohne die kritischen Fragen und die Verbesserungsvorschläge zahlreicher Studierender hätten wir dieses Buch nicht schreiben können.
 
        Wir danken dem Verlag de Gruyter für die freundliche Aufnahme des Buches und die angenehme Zusammenarbeit.
 
        Berlin, Kleinmachnow, im April 2022
 
        Klaus Neemann
 
        Heinz Schade

      
      
         
          1 Größenlehre
 
        
 
         
          
            1.1 Merkmale
 
            
              1.
 
              In Naturwissenschaft und Technik möchte man oft bestimmte Objekte oder Vorgänge quantitativ, d. h. mithilfe von Zahlen beschreiben. Dazu muss man die interessierenden Merkmale festlegen und zugleich geeignete Messvorschriften angeben. Objekte und Vorgänge werden in diesem Zusammenhang auch Träger von Merkmalen genannt; die Zahlenangabe, durch die ein Merkmal beschrieben wird, heißt Merkmalswert.
 
              Beispiele für die Träger von Merkmalen sind ein Rohr (Objekt) oder die Fahrt eines Eisenbahnzuges (Vorgang). Interessierende Merkmale eines Rohres können Länge, Durchmesser, Masse oder die Härte des Rohrmaterials sein; Länge und Durchmesser kann man mit einem Zollstock messen, die Masse mit einer Waage und die Härte des Materials nach der Mohs’schen Härteskala. Merkmale einer Zugfahrt sind u. a. die Abfahrtszeit und die Ankunftszeit des Zuges, beide lassen sich mit einer Uhr messen.
 
             
            
              2.
 
              Eine genauere Untersuchung zeigt, dass sich Merkmale in unterschiedliche Klassen einteilen lassen:
 
              Das Rohr könnte beispielsweise eine Länge von 3 Metern haben. Die Zahl 3 ist offenbar eine quantitative Festlegung, aber die Zahlenangabe 3 allein reicht nicht aus: Der Zusatz Meter ist genauso wichtig und bedeutet, dass die Länge des Rohres mit der Länge eines Referenzobjektes – hier anschaulich des Urmeters1 – verglichen wurde und dabei herauskam, dass es dreimal so lang wie dieses Referenzobjekt ist. Analog verhält es sich mit der Masse: Wenn man beispielsweise sagt, das Rohr habe eine Masse von 2 Kilogramm, so heißt das, dass das Rohr die doppelte Masse eines anderen Referenzobjekts – hier des Urkilogramms2 – besitzt.
 
              Merkmale, die sich wie Länge oder Masse (und außerhalb der Physik auch der Preis einer Ware) als Vielfaches eines Referenzmerkmales bestimmen lassen, nennt man verhältnisskalierte Merkmale oder Größen.
 
             
            
              3.
 
              Nicht jedes Merkmal, das durch eine Zahlenangabe charakterisiert ist, stellt eine Größe dar. Ein typisches Gegenbeispiel ist der Zeitpunkt eines Ereignisses wie z. B. die Abfahrt eines Zuges am Bahnhof. Sie wird auf dem Fahrplan durch eine Uhrzeit angegeben, also z. B. 18 Uhr, das bedeutet aber nicht das 18-fache eines Referenzzeitpunktes, sondern 18 Stunden nach dem Beginn des betreffenden Tages. Ein anderer Zug könnte den Bahnhof am selben Tag um 9 Uhr verlassen haben, es hätte aber keinen Sinn, zu sagen, die eine Abfahrt sei doppelt so spät wie die andere erfolgt, d. h. eine Uhrzeit ist keine Größe. Erst wenn man die Differenz zweier Uhrzeiten bildet, entsteht eine Größe, die üblicherweise als Zeit3 bezeichnet wird: Wenn eine weitere Abfahrt an diesem Tage um 12 Uhr stattfand, so hat es von der zweiten bis zur dritten Abfahrt doppelt so lange gedauert, nämlich 6 Stunden, wie von der ersten bis zur zweiten Abfahrt, nämlich 3 Stunden. Merkmale, die selber keine Größen sind, bei denen aber die Differenz zweier Merkmalswerte auf eine Größe führt, nennt man intervallskalierte Merkmale. Die vorstehenden Überlegungen lassen sich auch auf Orte übertragen: Ein Ort kennzeichnet beispielsweise die Lage eines Punktes auf einer Landkarte; vergleichen kann man jedoch nicht die Orte selbst, sondern nur die Abstände zwischen ihnen. Orte sind also ebenfalls intervallskalierte Merkmale, die Abstände zwischen ihnen sind Größen.
 
             
            
              4.
 
              Ein anderes Beispiel für ein Merkmal, das keine Größe ist, ist die Härte eines Materials im Sinne der Mohs’schen Härteskala von 1 (Talk) bis 10 (Diamant). Man kann nach der Mohs’schen Härteskala jedem festen Material eine ganze Zahl zwischen 1 und 10 zuordnen, aber weder das Verhältnis noch die Differenz zweier Härten hat einen Sinn. Solche Merkmale, die sich sinnvoll in eine Reihenfolge bringen lassen („Diamant ist härter als Talk“), ohne dass das Verhältnis oder die Differenz der Merkmalswerte eine Bedeutung hat, nennt man Ordinalmerkmale.4
 
              Die Beaufort’schen Skalen für Windstärke und Seegang (und außerhalb der Physik die Noten für Prüfungsleistungen an einer Schule oder Universität) sind weitere Beispiele für solche Ordinalmerkmale. 
 
             
            
              5.
 
              Schließlich gibt es noch Merkmale wie die Namen oder die Postleitzahlen der Orte eines Landes. Ihre Merkmalswerte lassen sich zwar auch in eine Reihenfolge bringen (die Namen alphabetisch und die Postleitzahlen numerisch), diese Reihenfolge hat aber keine inhaltliche Bedeutung. Solche Merkmale heißen Nominalmerkmale.  

               
                Aufgabe 1.1.
 
                Zu welcher Klasse gehören die folgenden Merkmale:
 
                 
                  	A.

                  	 
                    die geografische Länge und Breite eines Punktes auf der Erdoberfläche, 
 
 
                  	B.

                  	 
                    die Härte eines Materials nach Vickers oder Brinell, 
 
 
                  	C.

                  	 
                    das elektrische Potential und die elektrische Spannung, 
 
 
                  	D.

                  	 
                    die Matrikelnummer eines Studierenden, 
 
 
                  	E.

                  	 
                    die Nummer einer Straßenbahnlinie? 
 
 
                

              
 
             
           
          
            1.2 Größen, Einheiten, Dimensionen
 
            
              1.
 
              Größen stellen mit Abstand die wichtigsten Merkmale in Naturwissenschaft und Technik dar, da man nur zwischen ihnen auf sinnvolle Weise Rechenoperationen – den sogenannten Größenkalkül – definieren kann. Wir beginnen deshalb noch einmal mit einer präzisierenden Definition des Begriffs einer Größe:
 
              Eine Größe A ist ein Merkmal eines Objekts oder Vorgangs, das sich als Vielfaches Aˆ eines Bezugsmerkmals A˜ angeben lässt: 

               (1.1)A=AˆA˜. 
              
 
              Das Bezugsmerkmal A˜ bezeichnet man üblicherweise als Einheit und das Vielfache Aˆ als Zahlenwert der Größe A in Bezug auf diese Einheit; die Einheit ist dabei selbst eine Größe. Wir gehen davon aus, dass sich eine Einheit beliebig vervielfachen oder unterteilen lässt, dann ist der Zahlenwert eine reelle Zahl.5
 
              Formelzeichen für Größen werden üblicherweise in kursiver Schrift und Zeichen für Einheiten in gerade stehender Schrift6 gesetzt. Wir werden dieser Schreibweise bei den Zeichen für spezielle Einheiten folgen, also z. B. m für die Längeneinheit Meter,7 s für die Zeiteinheit Sekunde8 oder kg für die Masseneinheit Kilogramm9 schreiben, ansonsten aber an der Kennzeichnung von Einheiten durch eine Tilde wie in Gleichung (1.1) festhalten.10
 
              Zur näheren Erläuterung der Begriffe Größe und Einheit greifen wir auf das Beispiel des Rohres zurück. Man kann die Länge eines Rohres als Vielfaches seines Durchmessers angeben; die Länge eines Rohres ist also eine Größe, und sein Durchmesser ist eine mögliche Einheit dieser Größe. Umgekehrt kann man natürlich auch den Durchmesser des Rohres als Bruchteil seiner Länge angeben; der Durchmesser eines Rohres ist also ebenfalls eine Größe und seine Länge eine mögliche Einheit. Generell ist jede Einheit zugleich eine Größe, und jede Größe, deren Zahlenwert nicht null ist, kann als Einheit gewählt werden. Da auch die Länge eines anderen Rohres oder der Durchmesser der Erde eine Größe ist, sagt man verallgemeinernd, eine Länge oder ein Durchmesser (oder auch: die Länge oder der Durchmesser) sei eine Größe. Streng genommen müssen wir dann zwischen der Länge als allgemeinem Begriff und der Länge eines bestimmten Gegenstandes unterscheiden. Wenn ein bestimmter Gegenstand gemeint ist, dessen Größe durch einen Zahlenwert und eine Einheit genauer beschrieben werden soll, spricht man deshalb auch vom Wert dieser Größe oder kurz von ihrem Größenwert, d. h. wenn ein bestimmtes Rohr eine Länge von 3 Metern hat, so ist „3 Meter“ der Größenwert dieser Länge.
 
              Wir weisen schließlich darauf hin, dass Größen im Sinne der Größenlehre auch außerhalb von Physik und Technik verwendet werden. Ein Beispiel hierfür ist der Preis einer Ware, der nur als Vielfaches einer Währungseinheit angegeben werden kann. Wir sprechen deshalb in diesem Kapitel ganz allgemein von Größen, auch wenn wir dabei immer an physikalische Größen denken und in allen Beispielen physikalische Größen verwenden. 
 
             
            
              2.
 
              Wie bereits im letzten Absatz erwähnt, gibt es keinen zwingenden Grund, die Länge eines Rohres als Vielfaches seines Durchmessers anzugeben, sondern wir könnten als Bezugsgröße genauso gut die Wandstärke des Rohres oder den Erddurchmesser wählen. Offenbar sind alle von null verschiedenen Längen gleichzeitig auch mögliche Einheiten von Längen. Für andere Größen lassen sich analoge Überlegungen anstellen, deshalb kommen wir zu dem allgemeinen Ergebnis:
 
              Jede Größe hat unendlich viele Einheiten.
 
              Diese Aussage ist eine direkte Folge der Definition (1.1), denn ein Produkt ist auf beliebige Weise in zwei Faktoren zerlegbar, ohne dass sich am Ergebnis etwas ändert. Beim Wechsel von einer Einheit A˜ zu einer beliebigen anderen Einheit A˜∗ können wir also schreiben 

               (1.2)A=AˆA˜=Aˆ∗A˜∗. 
              

               Dafür sagt man auch: 
 
              Eine Größe ist invariant gegen einen Einheitenwechsel.
 
              Für die Einheiten und die Zahlenwerte existieren dabei bestimmte Umrechnungsformeln. Aus (1.2) folgt zunächst 

               A˜=Aˆ∗AˆA˜∗, 
              

               und mit der Abkürzung 

               a=Aˆ∗Aˆ 
              

               ergibt sich weiterhin: 

               
                 (1.3)A˜=aA˜∗⇔A˜∗=a−1A˜, 
                
 
                 (1.4)Aˆ=a−1Aˆ∗⇔Aˆ∗=aAˆ. 
                
 
              

               Der Umrechnungsfaktor a gibt an, wie sich die eine Einheit (hier A˜) als Vielfaches der anderen Einheit (hier A˜∗) ausdrücken lässt. Dieser Faktor wird als positiv vorausgesetzt; er tritt in umgekehrter Form bei der Umrechnung der Zahlenwerte in Erscheinung.
 
              In der Mathematik bezeichnet man Beziehungen wie (1.4) als Skalierung oder Skalentransformation. Man kann deshalb auch sagen, dass Größen invariant gegen eine Skalierung oder eine Skalentransformation sind.
 
             
            
              3.
 
              Aus Gleichung (1.2) können wir eine weitere Folgerung ziehen: Wenn der Zahlenwert einer Größe in Bezug auf irgendeine Einheit null ist, dann ist nach (1.2) ihr Zahlenwert auch in Bezug auf jede andere Einheit null, m. a. W. die Größe selbst ist null. Man sagt dafür auch: 
 
              Alle Einheiten einer Größe haben denselben Nullpunkt.
 
              Dieser Nullpunkt ist im Übrigen ein ausgezeichneter Wert. Wenn eine Größe null ist, tritt sie an diesem Träger nicht auf: Ein Körper mit der Geschwindigkeit null hat keine Geschwindigkeit. Dass diese Überlegung nicht selbstverständlich ist, erkennt man am Beispiel der Temperatur: Ein System mit der Temperatur 0°C ist zwar definiert (als System mit der Temperatur schmelzenden Eises), aber nicht physikalisch ausgezeichnet, und ein solches System hat durchaus eine (endliche) Temperatur, die man z. B. mit 273,15K angeben kann. Die Temperatur 0K dagegen ist physikalisch ausgezeichnet als die niedrigste mögliche Temperatur, d. h. die Temperatur, bei der die Wärmebewegung der Atome zum Erliegen kommt.11 Bezeichnet man den Zahlenwert der Temperatur in Kelvin12 mit TˆK und den Zahlenwert derselben Temperatur in Grad Celsius13 mit TˆC, so gilt:  

               T=TˆKK=(273,15+TˆC)°C. 
              

               Vergleicht man diese Beziehung mit (1.2), so sieht man, dass zwar das Kelvin, nicht aber das Grad Celsius eine Einheit der Temperatur im oben definierten Sinne ist, denn es hat keinen Sinn zu sagen, ein Gas von 4°C habe eine doppelt so hohe Temperatur wie ein Gas von 2°C. Dagegen ist die Formulierung, ein Gas von 400 K habe eine doppelt so hohe Temperatur wie ein Gas von 200 K, durchaus sinnvoll, denn dann verdoppelt sich z. B. in einem idealen Gas mit der thermischen Zustandsgleichung p=RϱT bei konstanter Dichte auch der Druck.
 
              Viele physikalische Größen können nur positive Zahlenwerte haben, der Wert null ist dann zugleich der kleinste Wert dieser Größe: Es hat beispielsweise keinen Sinn, von negativen Dichten, Drücken oder Temperaturen zu reden. Es gibt aber auch physikalische Größen wie die elektrische Ladung, die positive und negative Werte annehmen können. Auch in diesen Fällen ist der Wert null physikalisch ausgezeichnet, denn ein Körper mit der Ladung null ist ungeladen. Größen mit negativen Zahlenwerten sind allerdings nicht als Einheiten zugelassen. Wenn man beispielsweise die Ladung eines Elektrons, dem bekanntlich eine negative Ladung zugeschrieben wird, als Einheit verwenden will, muss man zuvor den Betrag bilden.
 
             
            
              4.
 
              Es gibt Größen wie den Durchmesser oder die Temperatur eines Rohres, die durch eine einzige Messung vollständig beschrieben sind. Solche Größen nennt man Skalare. Andere Größen wie eine Geschwindigkeit sind dagegen erst durch drei Messungen vollständig beschrieben, und zur Festlegung dieser Messungen muss man außerdem noch ein Koordinatensystem vorgeben. Beim Übergang auf ein anderes Koordinatensystem ändern sich diese Werte nach einer Formel, die man das Transformationsgesetz für Vektorkoordinaten nennt; deshalb bezeichnet man Größen wie eine Geschwindigkeit als Vektoren. Bei wieder anderen Größen wie z. B. einem Spannungstensor muss man nach Vorgabe eines Koordinatensystems bis zu neun Messungen vornehmen, um die Größe vollständig zu beschreiben, und diese Größen ändern sich beim Übergang auf ein anderes Koordinatensystem nach dem Transformationsgesetz für Tensorkoordinaten zweiter Stufe; man nennt einen Spannungstensor deshalb einen Tensor zweiter Stufe. Wenn man Skalare als Tensoren nullter Stufe und Vektoren als Tensoren erster Stufe auffasst, was mathematisch sinnvoll ist, kommt man zu der Aussage:
 
              Physikalische Größen sind Tensoren.
 
              Da man einen Vektor oder Tensor selbst nicht messen kann, sondern nur seine Koordinaten, lassen sich auch nur die Koordinaten in Zahlenwert und Einheit aufspalten. In der Regel14 verwendet man für alle Koordinaten eines Vektors oder Tensors dieselbe Einheit, dann folgt beispielsweise für einen Vektor a→ mit den Basisvektoren e→x, e→y, e→z in einem kartesischen Koordinatensystem: 

               (1.5)a→=axe→x+aye→y+aze→z=aˆxa˜e→x+aˆya˜e→y+aˆza˜e→z. 
              

               Man kann Einheiten deshalb als skalare Bezugsgrößen auffassen.
 
              Wenn physikalische Größen Vektoren oder Tensoren sind, können ihre Koordinaten sowohl positive als auch negative Zahlenwerte haben. Das Vorzeichen gibt dabei an, ob die betrachtete Koordinate in Richtung der positiven oder der negativen Koordinatenachse zu messen ist.
 
             
            
              5.
 
              Neben den Begriffen Größe und Einheit tritt in der Physik auch der Begriff der Dimension auf. Wir verwenden hierfür folgende Definition:15
 
              Die Menge aller Größen, die sich in derselben Einheit messen lassen, bildet eine Dimension.
 
              Wenn wir an das Beispiel des Rohres anknüpfen, so gehören also die Länge und der Durchmesser des Rohres, aber auch der Erddurchmesser und das Meter alle zur selben Dimension. Ein anderes Beispiel sind Kräfte: Die elektrische Kraft zwischen zwei elektrisch geladenen Körpern, die magnetische Kraft zwischen zwei stromdurchflossenen Drähten und die Gewichtskraft eines Körpers gehören ebenfalls zur selben Dimension, weil sie sich alle in der Einheit Newton16 messen lassen. 

               
                Aufgabe 1.2.
 
                In der Physik war früher das sogenannte cgs-System verbreitet, in dem als Längeneinheit das Zentimeter (cm), als Zeiteinheit die Sekunde (s) und als Masseneinheit das Gramm (g) verwendet wurde. Die zugehörige Krafteinheit war das Dyn (dyn): 1dyn=1gcms−2. Drücken Sie 1dyn in Newton aus.

              
 
             
           
          
            1.3 Größenkalkül
 
            
 
            
              1.3.1 Größengleichungen, physikalische Gleichungen, Größenarten
 
              
                1.
 
                Um mit Größen rechnen zu können, muss man Rechenoperationen zwischen ihnen definieren. Dabei fordert man sinnvollerweise, dass die Invarianz gegen einen Einheitenwechsel, die für die Größen selbst gilt, beim Rechnen nicht verloren geht, m. a. W. dass Gleichungen zwischen Größen ebenfalls invariant gegen einen Einheitenwechsel sind. Statt Gleichung zwischen Größen sagen wir kurz auch Größengleichung.
 
               
              
                2.
 
                Wenn eine Gleichung physikalische Größen miteinander verknüpft, spricht man auch von einer physikalischen Gleichung. Solche Gleichungen sind entweder Definitionen, wenn eine physikalische Größe neu aus bereits bekannten physikalischen Größen gebildet wird, oder sie stellen aus der Naturbeobachtung gewonnene physikalische Gesetze dar, d. h. wenn sich zeigt, dass bestimmte physikalische Größen in fester Beziehung zueinander stehen und die Ergebnisse dieser Beobachtungen in Form von Gleichungen festgehalten werden. Neben der Invarianz gegen einen Einheitenwechsel müssen physikalische Gleichungen noch weitere Bedingungen erfüllen: Sie dürfen weder vom Ort noch vom Zeitpunkt der Beobachtung abhängen, und sie müssen invariant gegen einen Wechsel des Koordinatensystems sein. Die Unabhängigkeit vom Ort und vom Zeitpunkt der Beobachtung ist bei Größengleichungen von selbst erfüllt, da Orte und Zeitpunkte keine Größen sind und deshalb in Größengleichungen nicht vorkommen können. Die Invarianz gegen einen Wechsel des Koordinatensystems ist durch die Regeln des Tensorkalküls gesichert. Insbesondere folgt daraus, dass in einer physikalischen Gleichung nur Terme addiert werden können, die dasselbe Transformationsgesetz aufweisen, d. h. alle Terme müssen dieselbe tensorielle Stufe und dieselbe Polarität17 besitzen; diese Eigenschaft bezeichnet man auch als tensorielle Homogenität physikalischer Gleichungen. Beispielsweise darf man also einen Skalar nicht zu einer Vektorkoordinate und eine Vektorkoordinate nicht zu einer Koordinate eines Tensors zweiter Stufe addieren.
 
               
              
                3.
 
                Alle Größen, die in einer physikalischen Gleichung formal addierbar sind, fassen wir unter dem Begriff Größengruppe zusammen: 
 
                Alle Größen einer Größengruppe müssen zur selben Dimension gehören und dieselbe tensorielle Stufe sowie dieselbe Polarität haben.
 
                Die formale Addierbarkeit von Größen bedeutet nicht zwangsläufig, dass eine solche Addition auch physikalisch sinnvoll ist. Deshalb schränkt man die Größen einer Größengruppe üblicherweise noch weiter auf Größenarten ein: 
 
                Alle Größen einer Größengruppe, die sich auf physikalisch sinnvolle Weise addieren oder vergleichen lassen, bilden eine Größenart.
 
                Energien und Arbeiten gehören damit zur selben Größenart, weil sie beide Skalare sind, wegen der gemeinsamen Einheit Joule18 zur selben Dimension gehören und beispielsweise im mechanischen Energiesatz auch auf physikalisch sinnvolle Weise verknüpft sind. Arbeiten und Drehmomente gehören dagegen zwar zur selben Dimension, weil sie sich beide in der Einheit Newtonmeter19 messen lassen, aber zu unterschiedlichen Größengruppen, weil Arbeiten Skalare und Drehmomente Vektoren sind.
 
                Ein anderes Beispiel sind Drücke, Spannungsvektoren und Spannungstensoren: Sie gehören wegen der unterschiedlichen tensoriellen Stufe nicht zur selben Größengruppe, aber zur selben Dimension, da sie die gemeinsame Einheit Pascal20 besitzen. Kinematische Zähigkeiten und Temperaturleitfähigkeiten sind beides Skalare, die sich in derselben Einheit m2s−1 messen lassen. Sie gehören damit zur selben Größengruppe, zur selben Größenart jedoch nur, wenn es auch eine physikalisch sinnvolle Gleichung gibt, in der sie als Summe vorkommen.
 
               
              
                4.
 
                Wir werden im Folgenden voraussetzen, dass die Anforderungen des Tensorkalküls erfüllt sind. Dann brauchen wir beim Rechnen mit Größen, d. h. beim sogenannten Größenkalkül, nur noch den Aspekt der Dimension zu berücksichtigen. Wir entwickeln die Regeln des Größenkalküls zunächst für skalare Größen mit nichtnegativen Zahlenwerten. Diese Regeln lassen sich aber genauso auf Vektor- oder Tensorkoordinaten in einem gewählten Koordinatensystem oder auf skalare Größen mit negativen Zahlenwerten übertragen, wenn man zuvor den Betrag bildet und ein eventuelles Minuszeichen gesondert betrachtet. 

                 
                  Aufgabe 1.3.
 
                  Entscheiden Sie, ob die folgenden Größen jeweils zur selben Größenart gehören: 

                   
                    	A.

                    	 
                      Frequenzen, Kreisfrequenzen und Winkelgeschwindigkeiten,
 
 
                    	B.

                    	 
                      spezielle Gaskonstanten, spezifische Wärmekapazitäten und spezifische Entropien.
 
 
                  

                
 
               
             
            
              1.3.2 Rechnen mit Größen derselben Dimension
 
              
                1.
 
                Wir beginnen mit der Frage, wie man entscheiden kann, ob zwei Größen A und B gleich sind oder ob die eine größer bzw. kleiner als die andere ist. Bei Größen derselben Dimension ist diese Frage offenbar leicht zu beantworten: Man messe beide Größen in derselben Einheit E˜, 

                 A=AˆE˜undB=BˆE˜, 
                

                 dann gilt: 

                 A⪌B⇔Aˆ⪌Bˆ. 
                
 
                Für Größen verschiedener Dimension ist die Frage dagegen nicht sinnvoll zu beantworten. Man kommt so auf die folgende Definition der Gleichheit zweier Größen: 
 
                Zwei Größen A=AˆE˜ und B=BˆE˜ derselben Dimension sind genau dann gleich, wenn ihre Zahlenwerte Aˆ und Bˆ in Bezug auf dieselbe Einheit E˜ gleich sind: 

                 (1.6)A=B⇔Aˆ=Bˆ. 
                
 
               
              
                2.
 
                Statt A=B kann man bekanntlich A−B=0 schreiben. Da die Gleichheit nur für Größen derselben Dimension definiert ist, kann man auch die Addition und die Subtraktion nur für Größen derselben Dimension definieren. Dann gilt:
 
                Die Summe (Differenz) zweier Größen A=AˆE˜ und B=BˆE˜ derselben Dimension ist eine Größe C=CˆE˜ mit dem Zahlenwert Cˆ=Aˆ±Bˆ in Bezug auf die gemeinsame Einheit E˜: 

                 (1.7)A±B=C⇔Aˆ±Bˆ=Cˆ. 
                
 
               
              
                3.
 
                Eine Größe lässt sich mit einer reellen Zahl multiplizieren, indem der Zahlenwert mit dieser Zahl multipliziert wird. Man kann also definieren: 
 
                Das Produkt einer Größe A=AˆE˜ mit einer reellen Zahl λ ist eine Größe B=BˆE˜ mit dem Zahlenwert Bˆ=λAˆ in Bezug auf dieselbe Einheit E˜: 

                 (1.8)λA=B⇔λAˆ=Bˆ. 
                
 
               
              
                4.
 
                Aus den Regeln (1.6), (1.7) und (1.8) folgt, dass alle Glieder einer Größengleichung zur selben Dimension gehören müssen. Diese Forderung bezeichnet man auch als Forderung nach der dimensionellen Homogenität von Größengleichungen. 
 
               
              
                5.
 
                Bei Größen derselben Dimension ist außerdem eine Division möglich:
 
                Der Quotient zweier Größen A=AˆE˜ und B=BˆE˜ derselben Dimension ist eine Zahl λ. Misst man beide Größen in derselben Einheit E˜, so gilt: 

                 (1.9)AB=λ⇔AˆBˆ=λ. 
                
 
                Um den Quotienten zu bilden, benötigt man zwar eine Einheit, das Ergebnis ist jedoch unabhängig von der Wahl der Einheit, weil sich die Einheit bei der Division heraushebt. Dieser Sachverhalt wird in der Größenlehre manchmal Satz von der absoluten Bedeutung der relativen Größen genannt.
 
               
             
            
              1.3.3 Rechnen mit dimensionslosen Größen
 
              
                1.
 
                Ein Quotient aus Größen derselben Dimension kann ebenfalls als eine Größe aufgefasst werden, für die es eine Reihe äquivalenter Bezeichnungen gibt: dimensionslose Größe, Verhältnisgröße, Größe der Dimension Eins oder Größe der Dimension Zahl. Wir bevorzugen den Ausdruck dimensionslose Größe, da sich solche Größen von allen anderen Größen dadurch unterscheiden, dass man zu ihrer quantitativen Beschreibung keine Einheit benötigt. Diese Eigenschaft spielt bei Überlegungen in der Dimensionsanalyse eine besondere Rolle, deshalb ist es sinnvoll, den dimensionslosen Größen alle anderen Größen als dimensionsbehaftete Größen gegenüberzustellen.21
 
                Dimensionslose Größen gehören zu unterschiedlichen Größengruppen, wenn sie nicht dieselbe tensorielle Stufe und Polarität haben. Man kann beispielsweise einen Spannungsvektor durch einen Druck dividieren, was sowohl nach den Regeln des Tensorkalküls als auch nach den zuvor aufgestellten Regeln des Größenkalküls erlaubt ist, und erhält dann einen dimensionslosen Vektor, während z. B. das Verhältnis zweier Massen ein dimensionsloser Skalar ist.22
 
                Ein typisches Beispiel für eine dimensionslose Größe ist der ebene Winkel φ, den man als Verhältnis zweier Längen, nämlich der Bogenlänge eines beliebigen Kreisbogens um seinen Scheitel und des Radius dieses Kreisbogens, definieren kann. Für einen Viertelkreis beträgt dieses Verhältnis bekanntlich π/2, und deshalb gilt für den rechten Winkel φ=π/2. Auf ähnliche Weise ist der sogenannte Raumwinkel Ω festgelegt: Er ist das Verhältnis zwischen dem Flächeninhalt eines Teils einer Kugeloberfläche und dem Quadrat des Kugelradius; wählt man als Fläche speziell eine Kugelkalotte, so lässt sich der Raumwinkel in den Öffnungswinkel eines mit der Spitze vom Kugelmittelpunkt ausgehenden Kreiskegels umrechnen. Wie bereits erläutert, ist bei dimensionslosen Größen eine Einheit nicht erforderlich. Wenn wir aber alle Größen in dieser Hinsicht einheitlich behandeln und deshalb auch dimensionslose Größen als Produkt von Zahlenwert und Einheit schreiben wollen, so kann jede positive reelle Zahl als Einheit gewählt werden. Unter diesen Einheiten ist die Zahl Eins besonders ausgezeichnet, weil dann der Wert einer dimensionslosen Größe zugleich ihr Zahlenwert ist. Manchmal ist es üblich, der Einheit Eins einen besonderen Namen zu geben. Bei ebenen Winkeln nennt man sie Radiant (abgekürzt rad) und schreibt dann für den rechten Winkel auch φ=π/2rad. Daneben werden noch andere Einheiten für den ebenen Winkel verwendet, insbesondere der dreihundertsechzigste Teil des Vollwinkels, der bekanntlich Grad heißt und mit ∘ abgekürzt wird. Für den dreihundertsechzigsten Teil des Vollwinkels gilt dann 1∘=π/180rad und für den rechten Winkel 90∘=π/2rad. Bei Raumwinkeln heißt die Einheit Eins Steradiant (abgekürzt sr), zu einer Halbkugel gehört dann beispielsweise der Raumwinkel 2πsr.23
 
               
              
                2.
 
                Da dimensionslose Größen reelle Zahlen sind, kann man mit ihnen auch alle Rechenoperationen ausführen, die für reelle Zahlen definiert sind. Wichtiger ist die Umkehrung: Alle mathematischen Operationen, die nicht ausdrücklich für dimensionsbehaftete Größen erklärt sind, lassen sich nur auf dimensionslose Größen anwenden. Dazu gehört vor allem die Verwendung als Argument in transzendenten Funktionen wie Logarithmus, Exponential-, Kreis- oder Hyperbelfunktionen. Den Logarithmus eines Meters oder den Sinus einer Sekunde beispielsweise kann man nicht sinnvoll definieren, deshalb sind Ausdrücke wie ln(r) oder sin(t) (wobei r eine Länge und t eine Zeit ist) nach den Regeln der Größenlehre unzulässig.24 Wir können also festhalten:
 
                Argumente von transzendenten Funktionen müssen dimensionslos sein.
 
               
              
                3.
 
                Wenn man den Wertebereich einer Größe über mehrere Zehnerpotenzen hinweg untersuchen möchte, liegt es nahe, statt der Größe selbst einen Logarithmus zu verwenden, um mit Zahlen derselben Größenordnung umgehen zu können. Wie wir gesehen haben, kann man aber von einer dimensionsbehafteten Größe keinen Logarithmus bilden; deshalb muss man zunächst eine Einheit wählen und darf anschließend nur noch die Zahlenwerte dieser Größe in Bezug auf die gewählte Einheit betrachten. Beim Logarithmieren dieser Zahlenwerte beschränkt man sich in der Regel auf den natürlichen oder den dekadischen Logarithmus und erhält dadurch die sogenannten Pegel. 
 
                Pegel sind u. a. in der Akustik weit verbreitet, da man es dort mit Schalldrücken und Schallleistungen sehr unterschiedlicher Größenordnung zu tun hat. Man wählt als Einheit des Schalldrucks 20µPa=2·10−5Pa, was ungefähr der menschlichen Hörschwelle entspricht,25 und als Einheit der Schallleistung 1pW=10−12W.26
 
                Wie beim ebenen Winkel verwendet man auch bei den Schalldruckpegeln Lp und den Schallleistungspegeln LP besondere Einheiten: gebräuchlich sind Neper ( Np), Bel (B) und Dezibel (dB). Es gilt dann für den Schalldruckpegel (ln ist das Symbol für den natürlichen und lg das Symbol für den dekadischen Logarithmus)  

                 (1.10)Lp=ln(p20µPa)Np=2lg(p20µPa)B=20lg(p20µPa)dB 
                

                 und für den Schallleistungspegel 

                 (1.11)LP=12ln(P1pW)Np=lg(P1pW)B=10lg(P1pW)dB. 
                

                 Die Einheit Neper27 bedeutet also, dass der Pegel mit dem natürlichen Logarithmus gebildet wird, während die Einheit Bel28 mit dem dekadischen Logarithmus verknüpft ist. Ein Dezibel ist der zehnte Teil eines Bels. Die unterschiedlichen Definitionen für Lp und LP hängen damit zusammen, dass in der Akustik die Schallleistung P quadratisch mit dem Schalldruck p ansteigt. Man möchte jedoch gerne mit ähnlichen Zahlenwerten für Lp und LP arbeiten und gleicht deshalb den Faktor 2, der beim Logarithmieren einer quadratischen Funktion entsteht, durch einen Faktor 1/2 in der Definition für LP wieder aus.
 
                Um Bel in Neper umzurechnen, gehen wir von (1.10) aus und setzen dort zunächst als Abkürzung pˆ=p/20µPa: 

                 ln(pˆ)Np=2lg(pˆ)B. 
                

                 Dann ist 

                 (1.12)1Np=2lg(pˆ)ln(pˆ)B. 
                

                 Aus der Identität 

                 10lg(pˆ)=eln(pˆ) 
                

                 folgt durch Bildung des natürlichen Logarithmus weiterhin 

                 lg(pˆ)ln(10)=ln(pˆ)⇔lg(pˆ)ln(pˆ)=1ln(10). 
                

                 Beim Einsetzen in (1.12) ergibt sich deshalb 

                 (1.13)1Np=2ln(10)B≈0,8686B=8,686dB. 
                

                 
                  Aufgabe 1.4.
 
                  Transzendente Funktionen werden in der Mathematik üblicherweise durch Potenzreihen definiert.
 
                  Erläutern Sie am Beispiel der Potenzreihe für die Sinusfunktion, warum als Argumente transzendenter Funktionen nur dimensionslose Größen sinnvoll sind.

                
 
               
             
            
              1.3.4 Rechnen mit Größen beliebiger Dimension
 
              
                1.
 
                Größen verschiedener Dimension lassen sich nicht vergleichen, d. h. es ist nicht sinnvoll zu fragen, welche von beiden größer oder kleiner ist. Man kann jedoch häufig beobachten, dass zwischen Größen verschiedener Dimension Proportionalitäten existieren. Beispielsweise vergrößert sich der Flächeninhalt A eines Rechtecks um den Faktor λ, wenn eine der beiden Seiten a oder b um den Faktor λ größer wird. Der Flächeninhalt des Rechtecks ist also proportional zu den beiden Seitenlängen, hierfür schreibt man 

                 A∼ab. 
                
 
                Um aus einer Proportionalitätsbeziehung eine Gleichung zu machen, muss man eine Proportionalitätskonstante einführen. Im Fall des Flächeninhalts setzt man sie üblicherweise gleich eins29 und erhält 

                 A=ab. 
                
 
                Wenn wir auf diese Weise das Produkt zweier dimensionsbehafteter Größen einführen, müssen wir gleichzeitig erklären, wie es auszuwerten ist: Die Zahlenwerte und die Einheiten werden jeweils für sich multipliziert, wobei das Produkt der Einheiten als Einheit der neu gebildeten Größe zu verstehen ist. Der Flächeninhalt eines Rechtecks ist also das Produkt der beiden Seitenlängen, und wenn L˜ eine beliebige Längeneinheit ist, dann ist L˜2 eine mögliche Flächeneinheit: 

                 A=ab⇔AˆA˜=aˆL˜bˆL˜⇔Aˆ=aˆbˆ∧A˜=L˜2. 
                

                 Beispielsweise hat ein Rechteck mit den Seitenlängen a=3m und b=5m dann den Flächeninhalt A=15m2. Dieses Ergebnis können wir zur folgenden Definition verallgemeinern: 
 
                Das Produkt zweier Größen A=AˆA˜ und B=BˆB˜ ist eine Größe C=CˆC˜, wobei C˜=A˜B˜ eine mögliche Einheit von C ist und der Zahlenwert Cˆ in Bezug auf diese Einheit den Wert Cˆ=AˆBˆ hat: 

                 (1.14)AB=C⇔A˜B˜=C˜∧AˆBˆ=Cˆ. 
                
 
                Die Multiplikation zweier dimensionsbehafteter Größen führt also stets auf eine Größe einer anderen Dimension; dabei stellt die Bildungsvorschrift für die Einheiten sicher, dass die Forderung nach der dimensionellen Homogenität von Größengleichungen nicht verletzt wird.
 
               
              
                2.
 
                Auch Quotienten von Größen kommen in Größengleichungen vor. Beispielsweise ist die mittlere Geschwindigkeit einer geradlinigen Bewegung gleich dem Quotienten aus dem zurückgelegten Weg Δs und der dabei verstrichenen Zeit Δt: 

                 v=ΔsΔt=Δsˆs˜Δtˆt˜=ΔsˆΔtˆs˜t˜. 
                

                 Dieser Quotient bedeutet, dass die Zahlenwerte und die Einheiten jeweils für sich dividiert werden, d. h. wenn s˜ eine beliebige Längeneinheit und t˜ eine beliebige Zeiteinheit ist, dann ist der Quotient s˜/t˜ eine mögliche Einheit für die Geschwindigkeit.
 
                Wir können also definieren: 
 
                Der Quotient zweier Größen A=AˆA˜ und B=BˆB˜ ist eine Größe C=CˆC˜, wobei C˜=A˜/B˜ eine mögliche Einheit von C ist und der Zahlenwert Cˆ in Bezug auf diese Einheit den Wert Cˆ=Aˆ/Bˆ hat: 

                 (1.15)AB=C⇔A˜B˜=C˜∧AˆBˆ=Cˆ. 
                
 
                Auch die Division zweier dimensionsbehafteter Größen führt stets auf eine Größe einer anderen Dimension.
 
               
              
                3.
 
                Ähnliche Überlegungen lassen sich für die Differentiation und die Integration von Größen anstellen. Beispielsweise ist die Momentangeschwindigkeit einer geradlinigen Bewegung definiert als Ableitung des Weges s(t) nach der Zeit t: 

                 v=dsdt. 
                

                 Die Ableitung ds/dt ist der Grenzwert des Differenzenquotienten Δs/Δt für Δt→0: 

                 dsdt=limΔt→0ΔsΔt. 
                

                 Da Einheiten konstante Bezugsgrößen sind, bezieht sich die Bildung des Grenzwertes nur auf die Zahlenwerte. Nach einer Aufspaltung der Größen in Zahlenwerte und Einheiten können wir für die rechte Seite deshalb schreiben: 

                 dsdt=lim(Δtˆt˜)→0Δsˆs˜Δtˆt˜=(limΔtˆ→0ΔsˆΔtˆ)s˜t˜=dsˆdtˆs˜t˜. 
                
 
                Eine Ableitung hat also dieselbe Einheit wie der zugehörige Differenzenquotient, deshalb können wir unsere Überlegungen wie folgt zusammenfassen:
 
                Die Ableitung einer Größe A=AˆA˜ nach einer Größe B=BˆB˜ ist eine Größe C=CˆC˜, wobei C˜=A˜/B˜ eine mögliche Einheit von C ist und der Zahlenwert Cˆ in Bezug auf diese Einheit den Wert Cˆ=dAˆ/dBˆ hat: 

                 (1.16)dAdB=C⇔A˜B˜=C˜∧dAˆdBˆ=Cˆ. 
                
 
                Für die Integration als Umkehroperation zur Differentiation folgt daraus sofort:
 
                Das Integral einer Größe A=AˆA˜ über eine Größe B=BˆB˜ ist eine Größe C=CˆC˜, wobei C˜=A˜B˜ eine mögliche Einheit von C ist und der Zahlenwert Cˆ in Bezug auf diese Einheit den Wert Cˆ=∫AˆdBˆ hat: 

                 (1.17)∫AdB=C⇔A˜B˜=C˜∧∫AˆdBˆ=Cˆ. 
                
 
               
              
                4.
 
                Die Regeln zur Multiplikation und Division von Größen lassen sich zu einer umfassenderen Regel verallgemeinern. Zur Erläuterung betrachten wir zunächst ein einfaches Beispiel: ein Quadrat mit der Seitenlänge L und dem Flächeninhalt A=L2. Aus dem letzten Unterabschnitt wissen wir bereits, dass A˜=L˜2 eine mögliche Flächeneinheit darstellt, wenn L˜ eine Längeneinheit ist. Wir können jedoch genauso gut den Flächeninhalt A des Quadrates vorgeben und erhalten dann für die Seitenlänge L=A1/2. Größen dürfen offenbar auch mit beliebigen rationalen Exponenten potenziert werden, und wenn wir in unserem Beispiel die Flächeneinheit A˜ vorgeben, dann muss konsequenterweise L˜=A˜1/2 eine mögliche Längeneinheit sein.
 
                Ein weniger triviales Beispiel ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit von Schallwellen (oder kurz Schallgeschwindigkeit) in einem Gas. In der Thermodynamik leitet man her, dass die Schallgeschwindigkeit a gleich der Wurzel aus der Ableitung des Druckes p nach der Dichte ρ bei konstanter spezifischer Entropie s ist: 

                 a=∂p∂ρ|s. 
                
 
                Wenn p˜ und ρ˜ Einheiten für Druck und Dichte sind, ist demnach a˜=p˜1/2ρ˜−1/2 eine mögliche Einheit der (Schall-)Geschwindigkeit, und für die Zahlenwerte in Bezug auf diese Einheiten gilt aˆ=∂pˆ/∂ρˆ|sˆ.
 
                Wir können die Rechenregeln (1.14) und (1.15) also zu einer Rechenregel für Potenzprodukte von Größen erweitern: 
 
                Ein mit beliebigen rationalen Exponenten α und β gebildetes Potenzprodukt der Größen A=AˆA˜ und B=BˆB˜ ist eine Größe C=CˆC˜, wobei C˜=A˜αB˜β eine mögliche Einheit von C ist und der Zahlenwert Cˆ in Bezug auf diese Einheit den Wert Cˆ=AˆαBˆβ hat: 

                 (1.18)AαBβ=C⇔A˜αB˜β=C˜∧AˆαBˆβ=Cˆ. 
                
 
                Für das Rechnen mit Potenzprodukten von Einheiten gelten dieselben Regeln wie bei Zahlen. Insbesondere ist es sinnvoll zu vereinbaren, dass eine beliebige Einheit A˜ mit dem Exponenten Null immer gleich der Zahl Eins ist: 

                 (1.19)A˜0=1. 
                
 
                Da sich der Wert einer Größe bei der Multiplikation mit der Zahl Eins nicht ändert, kann man Einheiten mit dem Exponenten Null in einem Potenzprodukt von Einheiten auch weglassen, d. h. es gilt: 

                 A˜0B˜β=B˜β. 
                
 
                Zur Verdeutlichung betrachten wir ein Beispiel: Wenn man den Quotienten von zwei Größen derselben Dimension bildet (und die beteiligten Größen A und B dabei in Bezug auf dieselbe Einheit E˜ misst), so ergibt sich gemäß (1.18): 

                 AB=AB−1=AˆE˜Bˆ−1E˜−1=AˆBˆ−1E˜E˜−1=AˆBˆ−1E˜0=AˆBˆ−1=AˆBˆ, 
                

                 also wie erwartet eine dimensionslose Größe. 

                 
                  Aufgabe 1.5.
 
                  Gewinnen Sie die Regel (1.17) für das Integral einer Größe aus der Definition des (Riemannschen) Integrals.

                
 
               
             
           
          
            1.4 Dimensionsgleichungen und Einheitengleichungen
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