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Yorwort

Die Lineare Algebra muB heute zu den wichtigsten Grundstrukturen ge-
rechnet werden, auf denen weite Teile der Mathematik basieren. Die Vertraut-
heit mit den Begriffsbildungen und Ergebnissen der Linearen Algebra gehdrt
daher mit an den Anfang des Mathematikstudiums. DemgemiB wendet sich
auch das vorliegende Lehrbuch an den Anfinger, bei dem indes bereits eine
gewisse Ubung im mathematischen Denken und SchlieBen sowie einige grund-
gitzliche Kenntnisse vorausgesetzt werden. In Vorlesungen wird die Lineare
Algebra hiaufizg im Rahmen der Analytischen Geometrie behandelt. Dieses
Buch ist jedoch kein Lehrbuch der Analytischen Geometrie: die Anwendung
der Linearen Algebra auf die Geometrie steht nicht im Vordergrund und
erfolgt auch nur in dem erforderlichen Umfang.

Der auf den Anfinger bezogene Lehrbuchcharakter und der beschrinkte
Umfang erforderten auch eine Beschrinkung in der Stoffauswahl. So wird
die Lineare Algebra hier rein als die Theorie der Vektorrdume iiber kommu-
tativen Korpern entwickelt, wihrend auf den allgemeineren Begriff des Moduls
nicht eingegangen wird. Andererseits ist jedoch der Begriff des Vektorraums
von vornherein méglichst allgemein und ohne Dimensionseinschrinkung gefaft.
Allerdings wird hierbei auf Fragen, die speziellere Kenntnisse erfordern, nur
in Hinweisen oder besonderen Erginzungen eingegangen.

Dem Verlag mochte ich an dieser Stelle fiir sein vielfiltiges Entgegen-
kommen und dafiir danken, daB er das Erscheinen dieses Buches erméglicht
hat. Mein besonderer Dank gilt Fraulein A. M. Fraedrich, die die miihevollen
Korrekturarbeiten auf sich genommen und mich mit wertvollen Ratschligen
unterstiitzt hat.

H.-J. KowALsSKYy
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Einleitung

In der Mathematik hat man es vielfach mit Rechenoperationen zu tun, die
sich zwar auf vollig verschiedene Rechengrofen beziehen und somit auch auf
ganz unterschiedliche Weise definiert sein konnen, die aber trotz dieser Ver-
schiedenheit gemeinsamen Rechenregeln gehorchen. In der Algebra ab-
strahiert man nun von der speziellen Natur der Rechengréfen und Rechen-
operationen und untersucht ganz allgemein die GesetzmaBigkeiten, denen sie
unterliegen. Ausgehend von einigen Rechenregeln, die man als Axiome an
den Anfang stellt, entwickelt man die Theorie der durch diese Axiome charak-
terisierten abstrakten Rechenstrukturen. Die Lineare Algebra bezieht sich
speziell auf zwei Rechenoperationen, die sogenannten linearen Operationen,
und auf die entsprechenden Rechenstrukturen, die man als Vektorrdume
bezeichnet. Die grundlegende Bedeutung der Linearen Algebra besteht darin,
daB zahlreiche konkrete Strukturen als Vektorriaume aufgefat werden kénnen,
so dafl die allgemein gewonnenen Ergebnisse der abstrakten Theorie auf sie
anwendbar sind. So besteht z. B. die Analytische Geometrie in erster Linie in
der Anwendung der Linearen Algebra auf die Geometrie, die die algebraische
Fassung und rechnerische Behandlung geometrischer Gebilde erméglicht.
Umgekehrt gestattet es aber gerade diese Anwendung, Begriffe und Resultate
der abstrakten Theorie geometrisch zu deuten und diese geometrischen Inter-
pretationen auf vollig andersartige Modelle von Vektorrdumen, wie etwa
Funktionenrdume, zu iibertragen.

Das Hauptinteresse der Linearen Algebra gilt indes nicht dem einzelnen
Vektorraum, sondern den Beziehungen, die zwischen Vektorrdumen bestehen.
Derartige Beziehungen werden durch spezielle Abbildungen beschrieben, die
in bestimmter Hinsicht mit den linearen Operationen vertriglich sind und
die man lineare Abbildungen nennt. Thr Studium erfolgt in zweierlei Weise:
Einerseits werden einzelne Abbildungen hinsichtlich ihrer Wirkung und hin-
sichtlich der Moglichkeiten ihrer Beschreibung betrachtet. In diese Unter-
suchungen geht noch wesentlich die interne Struktur der Vektorriume ein.
Zweitens aber interessiert man sich fiir die Struktur der Gesamtheit aller
linearen Abbildungen, die man auch als Kategorie der linearen Abbildungen
bezeichnet. Hierbei treten die Vektorrdume nur noch als bloBe Objekte ins
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Spiel, zwischen denen Abbildungen definiert sind, deren interne Struktur
aber nicht mehr in Erscheinung tritt. Dennoch kdnnen interne Eigenschaften
von Vektorriumen auch extern in der Kategorie der linearen Abbildungen
beschrieben werden ; und gerade diese Moglichkeit spielt in den letzten Kapiteln
eine wesentliche Rolle. Vielfach représentieren die dort konstruierten Vektor-
rdume hinsichtlich ihrer internen Struktur keineswegs neue Vektorraumtypen.
Neu aber ist ihre externe Charakterisierung, die die Existenz wichtiger Ab-
bildungen sichert.

An den Anfinger wendet sich dieses Buch hauptsichlich im Sinn einer
Erginzung und Vertiefung. Seine Lektiire erfordert zwar keine speziellen
Vorkenntnisse, setzt aber doch bei dem Leser eine gewisse Vertrautheit mit
mathematischen Begriffsbildungen und Beweismethoden voraus. Die Stoff-
anordnung folgt nur teilweise systematischen Gesichtspunkten, die vielfach
zugunsten didaktischer Erwigungen durchbrochen sind. Zahlreiche Fragen,
die in den Text nicht aufgenommen werden konnten oder die bei dem Leser
weitergehende Kenntnisse voraussetzen, werden in besonderen Erginzungen
und meist in Form von Aufgaben behandelt. Auf ein Literaturverzeichnis
wurde verzichtet. Jedoch seien in diesem Zusammenhang besonders die ent-
sprechenden Werke von N. BourRBAkI und W. GRAEUB genannt, aus denen
zahlreiche Anregungen iibernommen wurden.

Bei der Numerierung wurde folgendes Prinzip angewandt: Definitionen,
Sitze, Beispiele und Aufgaben sind an erster Stelle durch die Nummer des
jeweiligen Paragraphen gekennzeichnet. An zweiter Stelle steht bei Defi-
nitionen ein kleiner lateinischer Buchstabe, bei Sitzen eine arabische Zahl,
bei Beispielen eine romische Zahl und bei Erginzungen bzw. Aufgaben ein
groBer lateinischer Buchstabe. Das Ende eines Beweises ist durch das Zeichen ¢
kenntlich gemacht. Neu definierte Begriffe sind im Text durch Fettdruck
hervorgehoben; auf sie wird im Sachverzeichnis verwiesen. Am Ende des
Buches finden sich die Losungen der Aufgaben, die aus Platzgriinden aller-
dings sehr knapp gehalten sind. Bei numerischen Aufgaben, deren Schema
vorher behandelt wurde, sind im allgemeinen nur die Ergebnisse angegeben.
Bei theoretischen Aufgaben handelt es sich meist um Beweisskizzen oder um
einzelne Hinweise, aus denen der Beweisgang entnommen werden kann.






Erstes Kapitel
Grundbegriffe

Die lineare Algebra kann kurz als die Theorie zweier spezieller Rechen.
operationen, der sogenannten linearen Operationen, gekennzeichnet werden.
Die diesen Operationen entsprechenden algebraischen Strukturen werden
lineare Riume oder Vektorriume genannt. Man kann daher die lineare Algebra
auch als Theorie der Vektorrdume bezeichnen. Der somit fiir das ganze Buch
grundlegende Begriff des Vektorraums wird einschlieBlich einiger einfacher
Eigenschaften im letzten Paragraphen dieses Kapitels behandelt. Vorbereitend
wird in § 2 auf eine allgemeinere algebraische Struktur, die Gruppen, ein-
gegangen. SchlieSlich setzt die allgemeine Definition des Vektorraums noch
den Begriff des Korpers voraus, zu dem man durch die abstrakte Behandlung
der rationalen Rechenoperationen gefiihrt wird. Mit den Kérpern und den
mit ihnen eng zusammenhéngenden Ringen befaBt sich der dritte Paragraph.

Neben diese algebraischen Grundlagen treten als wesentliche Voraussetzung
noch einige einfache Begriffe der Mengenlehre, die im ersten Paragraphen aus
Griinden der Bezeichnungsnormierung zusammengestellt werden. Der Mengen-
begriff wird dabei als intuitiv gegeben vorausgesetzt; auf die axiomatische
Begriindung wird nicht eingegangen.

§ 1 Mengentheoretische Grundhegriffe

Die Objekte, aus denen eine Menge besteht, werden ihre Elemente genannt.
Fiir ,,z ist ein Element der Menge M** schreibt man ,,xz € M‘‘. Die Negation
dieser Aussage wird durch ,,z ¢ M* wiedergegeben. Statt ,,x;, e M und ...
und 2, € M wird kiirzer ,,2,, ..., xs € M“ geschrieben. Eine spezielle Menge
ist die leere Menge, die dadurch charakterisiert ist, dafl sie {iberhaupt keine
Elemente besitzt. Sie wird mit dem Symbol @ bezeichnet. Weitere hiufig
auftretende Mengen sind:

Z Menge aller ganzen Zahlen.
R Menge aller reellen Zahlen.
C Menge aller komplexen Zahlen.
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Eine Menge M heiBit Teilmenge einer Menge N (in Zeichen: M < N), wenn
aus € M stets 2 ¢ N folgt. Die leere Menge ist Teilmenge jeder Menge;
auflerdem ist jede Menge Teilmenge von sich selbst. Gilt M < N und M £ N,
so heilt M eine echte Teilmenge von N.

Die Elemente einer Menge & kiénnen selbst Mengen sein. Es wird dann
© bisweilen auch als Mengensystem bezeichnet. Unter dem Durchschnitt D
eines nicht-leeren Mengensystems & versteht man die Menge aller Elemente,
die gleichzeitig Elemente aller Mengen des Systems sind: Es ist also x ¢ D
gleichwertig mit « € M fiir alle Mengen M ¢ &. Man schreibt

D= N M oder auch D=N{M: Me&}.
Me®

Besteht das System aus nur endlich vielen Mengen M, . .., Ma, so bezeichnet
man den Durchschnitt dieser Mengen auch mit M; ~ - - - ~ My. Die Gleichung
M ~ N = 0 besagt, daB die Mengen M und N kein gemeinsames Element
besitzen; es werden dann A und N als fremde Mengen bezeichnet.

Ahnlich wie der Durchschnitt wird die Vereinigung V eines nicht-leeren
Mengensystems & definiert: Sie ist die Menge aller derjenigen Elemente, die
zu mindestens einer Menge aus © gehoren. Es ist also = € V gleichwertig mit
x ¢ M fir mindestens eine Menge M ¢ &. Man schreibt

V= UM oder auch V =U{M: Me®}
Me®

und im Fall eines endlichen Systems entsprechend AM; v :--v M,. Mit
Hilfe der Definitionen von Durchschnitt und Vereinigung ergeben sich un-
mittelbar folgende Beziehungen, deren Beweis dem Leser iiberlassen bleiben
moge:

M ~(NyvNy)= (M~ Njv (M ANy,

Mo (NyANy)=(MvDN)~(Mv Ny,

M ~ N = M ist gleichbedeutend mit M < N,

M v N = M ist gleichbedeutend mit N < M.

Endliche Mengen kionnen durch Angabe ihrer Elemente gekennzeichnet
werden. Man schreibt {z,,...,2s} fiir diejenige Menge, die genau aus den
angegebenen 7 Elementen besteht. Die einelementige Menge {x} ist von ihrem
Element « zu unterscheiden: So ist z. B. {#} diejenige Menge, deren einziges
Element die leere Menge ist.

Ein anderes Mittel zur Beschreibung von Mengen besteht darin, da man
alle Elemente einer gegebenen Menge X, die eine gemeinsame Eigenschaft &
besitzen, zu einer neuen Menge zusammenfalBt. Bedeutet & (x), daB = die
Eigenschaft & besitzt, so bezeichnet man diese Menge mit {x: x ¢ X, &(x)}.
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So ist z. B. {x: x¢Z, 2* =1} die aus den Zahlen 41 und —1 bestehende
Teilmenge der Menge aller ganzen Zahlen. Bei dieser Art der Mengenbildung
ist die Angabe der Bezugsmenge X, aus der die Elemente entnommen werden,
wesentlich, da sonst widerspruchsvolle Mengen entstehen konnen (vgl. 1 A).
Da die Bezugsmenge jedoch im allgemeinen durch den jeweiligen Zusam-
menhang eindeutig bestimmt ist, soll in diesen Fallen auf ihre explizite An-
gabe verzichtet werden.

Ein wichtiges Beweishilfsmittel ist das Zornsche Lemma: Es sei & ein
nicht-leeres Mengensystem. Eine nicht-leere Teilmenge & von & heiBt eine
Kette, wenn aus M,, M, ¢ & stets M, < M, oder M, < M, folgt. Eine Menge
M ¢ & heiBt ein maximales Element von &, wenn aus N¢ @ und M < N
stets M = N folgt. Das ZorNsche Lemma lautet nun:

Wenn fiir jede Kette ® von & die Vereinigungsmenge U {K: K € &} ein
Element von & ist, dann gibt es zu jeder Menge A € & ein maximales Element M
von © mit A< M.

Es seien jetzt X und Y zwei nicht-leere Mengen. Unter einer Abbildung ¢
von X in ¥ (in Zeichen: ¢: X — Y) versteht man dann eine Zuordnung, die
jedem Element x ¢ X eindeutig ein Element y ¢ ¥ als Bild zuordnet. Das
Bild y von  bei der Abbildung ¢ wird mit ¢ (r) oder auch einfach mit gz
bezeichnet, Die Menge X heiBit der Definitionsbereich der Abbildung ¢, die
Menge Y ihr Bildbereich.

Ist ¢ eine Abbildung von X in Y und M eine Teilmenge von X, so nennt
man die Menge aller Bilder von Elementen z ¢ M entsprechend das Bild der
Menge M und bezeichnet es mit ¢ (M) oder einfach mit pM . Es gilt also

oM = {pz: 2 ¢ M},

und @M ist eine Teilmenge von Y. Das Bild der leeren Menge ist wieder die
leere Menge. Weiter ist speziell pX eine Teilmenge von Y. Gilt sogar X =7,
tritt also jedes Element von Y als Bild eines Elements von X auf, so nennt
man ¢ eine Abbildung von X auf Y. Umgekehrt sei NV eine Teilmenge von
Y. Dann wird die Menge aller Elemente von X, deren Bild ein Element von &V
ist, das Urhild von NV bei der Abbildung ¢ genannt und mit ¢—(N) bezeichnet.
Es gilt also
¢~ (N) = {x: gz e N},

und ¢—(N) ist eine Teilmenge von X. Auch wenn N == § gilt, kann ¢—(N)
die leere Menge sein.

Bei einer Abbildung ¢: X - Y koénnen verschiedene Elemente von X das-
selbe Bild haben. Ist dies nicht der Fall, folgt also aus z, = 2, stets gz, = @x;,



14 Grundbegriffe

8o heilt ¢ eine eineindeutige Abbildung oder kiirzer eine 1-1-Abbildung. Wenn
@ eine 1-1-Abbildung von X auf Y ist, besitzt jedes Element y ¢ ¥ ein Urbild,
das aus genau einem Element von X besteht. Ordnet man daher jedem ye ¥
das auf diese Weise eindeutig bestimmte Element von X als Bild zu, so wird
hierdurch eine 1-1-Abbildung von Y auf X definiert. Sie heifit die Umkehr-
abbildung von ¢ oder die zu ¢ inverse Abbildung und wird mit ¢~ bezeichnet.

Zwei Abbildungen ¢: X—> Y und y: Y->Z kann man hintereinander
schalten und erhilt so insgesamt eine mit 1 o ¢ bezeichnete Abbildung von X
in Z, die man die Produktabbildung von ¢ und ¥ nennt. Das Bild eines
Elements z € X bei der Produktabbildung erhilt man, indem man z zunichst
durch @ abbildet und das so erhaltene Bild ¢z anschlieBend weiter mit o
abbildet. Es gilt also

(pop)z = plpz).

Der Definitionsbereich und der Bildbereich einer Abbildung kénnen auch
zusammenfallen. Man hat es dann mit einer Abbildung ¢ einer Menge X in
sich zu tun. Bildet man z. B. jedes Element von X auf sich selbst ab, so erhilt
man eine 1-1-Abbildung von X auf sich, die die Identitiit oder die identische
Abbildung von X genannt und mit &; bzw. einfach mit & bezeichnet wird.
Fiir jedes # ¢ X gilt also ez = x. Ist ¢ eine 1-1-Abbildung von X auf Y, so
existiert ihre Umkehrabbildung ¢, und man erhilt

plop =gy, @ogpl=c¢y.

Erginzungen und Aufgaben

1A Das folgende Beispiel zeigt, daB bei der Bildung von Mengen der Art {z: z€ X, E(z)}
die Angabe der Bezugsmenge X wesentlich ist. Lait man namlich zu, daf die Elemente x
aus irgendwelchen Mengen entnommen werden, so gelangt man folgendermaflen zu einem
Widerspruch: Es sei M die Eigenschaft, eine Menge zu sein. Dann ware 4 = {z: M ()}
die Menge aller Mengen. Und weil dann A selbst eine Menge ware, wiirde 4 € 4 gelten.
Man konnte dann auch die Menge B = {x: z ¢ x} bilden. Sie ware die Menge aller Mengen,
die sich nicht selbst als Element enthalten. Fiir diese Menge miiite jedenfalls gelten
Be B oder B¢ B. Nimmt man Be B an, so wiirde aus der Definition von B folgen,
daB B¢ B gelten miiite. Umgekehrt aber wiirde die Annahme B ¢ B ihrerseits Be B
zur Folge haben. In jedem Fall wiirde man also einen Widerspruch erhalten (RUSSELL-
sche Antinomie).

1B Es gelte ¢p: X— ¥, und &, €’ seien nicht-leere Systeme von Teilmengen von X bzw. Y.

Aufgabe
1). Es gilt

pUM: Mc@}=U{pM: Mc )} und pN (M: Me S{<n {pM: Mc &S},
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Man zeige jedoch an einem Beispiel, daf in der zweiten Beziehung das Gleichheitszeichen
im allgemeinen nicht gilt. Hingegen gilt das Gleichheitszeichen stets, wenn ¢ eine
1-1-Abbildung ist.
2). Es gilt

¢~ (U{N: Ne @) =U{p~(N): Ne &'} und

e~ (N{N: Ne @) =n{p-(N): Ne &}.

§ 2 Gruppen

Betrachtet man einerseits die Addition der ganzen, der rationalen oder der
reellen Zahlen und andererseits die Multiplikation der von Null verschiedenen
rationalen oder reellen Zahlen, so findet man, da diese beiden Rechen-

operationen weitgehend iibereinstimmenden Rechengesetzen unterliegen.
So gilt z. B.

(@+b)+c=a-+(b+c)und (@+b):-¢c=a-(b-c).

Weiter gibt es ausgezeichnete Zahlen, ndmlich 0 bzw. 1, die sich bei diesen
Operationen neutral verhalten:

0O+a=a und l-a =a.
SchlieSlich gilt
(—a)+a=0 und %-a:l;

d.h. es gibt zu jeder Zahl @ <=0 eine Zahl &’ (niimlich —a bzw. —(1;) , 8o daf} die
Summe bzw. das Produkt dieser beiden Zahlen gerade die neutrale Zahl ergibt.

Da diese Rechenregeln das Zahlenrechnen weitgehend beherrschen und
auch in vielen anderen Fillen auftreten, ist es naheliegend, sie unabhdngig
von der speziellen Natur der Rechengrdfien und der jeweiligen Operationen
zu untersuchen. Bei dieser abstrakten Betrachtungsweise stehen die Rechen-
gesetze im Vordergrund: Nicht womit man rechnet ist wesentlich, sondern
wie man rechnet. Man setzt lediglich voraus, daB fiir die Elemente einer
gegebenen Menge eine Operation definiert ist, die jedem geordneten Paar
(a, b) von Elementen wieder ein Element der Menge zuordnet und die den
oben erwihnten Regeln unterliegt. Die Operation selbst soll hierbei mit dem
neutralen Symbol o bezeichnet werden.

Definition 2a: Eine Gruppe besteht aus einer Menge G und einer Opera-
tion o, die jedem geordneten Paar (a, b) von Elementen aus G eindeutig
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ein mit aob bezeichnetes Element von G so zuordnet, daf folgende Axiome er-
Sillt sind:

(@) (aob)oc=ao(boc). (Assoziativgesetz)
(I) Es gibt ein Element e € G mit eoa = a fiir alle a € G.
(II) Zu jedem a € G existiert ein Element a' € G mit o’ oa = e.

Die Gruppe heift eine abelsche oder auch kommutative Gruppe, wenn aufer-
dem folgendes Axiom erfiillt ist.

(IV) aob =boa. (Kommutativgesetz)

Zu den Bestimmungsstiicken einer Gruppe gehort neben der Menge G
auch die Gruppenverkniipfung genannte Operation o. Eine Gruppe ist dem-
nach durch das Paar (G, o) gekennzeichnet. Da vielfach jedoch die Gruppen-
verkniipfung durch den Zusammenhang eindeutig festgelegt ist, pflegt man
in solchen Fillen die Gruppe einfach mit @ zu bezeichnen. Die Gruppen-
verkniipfung wird bisweilen auch Gruppenmultiplikation genannt. Man be-
zeichnet dann das Element a o b als Produkt der Elemente ¢ und & und nennt
diese selbst die Faktoren des Produkts. In nicht-abelschen Gruppen muB
jedoch auf die Reihenfolge der Faktoren geachtet werden, weil dann aob
und boa im allgemeinen verschiedene Gruppenelemente sind.

Axiom (I) besagt, daB es bei mehrgliedrigen Produkten nicht auf die Art
der Klammersetzung ankommt. Man kann daher {iberhaupt auf die Klammern
verzichten und z. B. statt (@ o b)oc einfacher a o boc schreiben. Diese Mog-
lichkeit der Klammerersparnis wird weiterhin ohne besonderen Hinweis aus-
genutzt werden.

Beispiele:

2.1 Die Menge Z aller ganzen Zahlen bildet mit der gew6hnlichen Addition
als Gruppenverkniipfung eine abelsche Gruppe (Z, ). Dasselbe gilt fiir die
rationalen, die reellen und die komplexen Zahlen. Man spricht dann von der
additiven Gruppe der ganzen Zahlen, der rationalen Zahlen usw. In allen
diesen Fillen wird das Element ¢ aus (II) durch die Zahl 0 und das Element a’
aus (IIT) durch die Zahl —a vertreten.

2.II Die Mengen der von Null verschiedenen rationalen, reellen oder kom-
plexen Zahlen bilden hinsichtlich der gewdhnlichen Multiplikation als Gruppen-
verkniipfung je eine abelsche Gruppe (multiplikative Gruppe der rationalen
Zahlen usw.). In diesen Gruppen wird ¢ durch die Zahl 1 und @’ durch die

reziproke Zahl % vertreten. Hingegen bilden die von Null verschiedenen
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ganzen Zahlen hinsichtlich der Multiplikation keine Gruppe, weil es z. B.
zu 2 keine ganze Zahl o’ mit a’ -2 =1 gibt.

2,XII Es sei M eine beliebige, nicht-leere Menge, und &,, sei die Menge aller
1-1-Abbildungen von M auf sich. Fiir je zwei Abbildungen «, § € &,, bedeute
oo 3 das in § 1 ebenso bezeichnete Produkt dieser Abbildungen. Fiir je drei
Abbildungen o, £, ¥ und fiir jedes Element x ¢ M gilt dann

(e f)oy) z = (xo f) (yx) = o(B(yx)) und

(xo(Boy)) & =a((foy)z) = alB(ye));
d. h. (I) ist erfiillt. Wahlt man fiir e die identische Abbildung & von M, so
gilt (IT). Schlieflich ergibt sich die Giiltigkeit von (III), wenn man bei gege-
benem o ¢ &,, als Abbildung &’ die zu « inverse Abbildung e—* wihlt, Die
Menge &,, ist daher hinsichtlich der Multiplikation der Abbildungen eine
Gruppe, die die symmetrische Grappe der Menge M genannt wird.

Ist hierbei speziell M die Menge {1,2,...,7}, so bezeichnet man die zugeho-
rige symmetrische Gruppe einfacher mit ©,. Jede Abbildung « € &, ist eine
Permutation der Zahlen 1, .. ., n. Gilt etwa «(1)=a,, x(2) =a,,...,a(r) =as,
80 ist « durch die Rejhenfolge der Bildzahlen a,, .. ., s eindeutig bestimmt.
Man schreibt daher &« = <a;,...,as). Gilt z. B. n =3 und « =<¢2,3, 1),
B = (8, 2,1, so erhilt man folgende Produkte:

o3 =¢1,3,2>) und Boa=4(21,3).
Dieses Beispiel zeigt, dal &, fiir n > 3 keine abelsche Gruppe ist.

Aus den Gruppenaxiomen sollen jetzt einige einfache Folgerungen ab-
geleitet werden. In den nachstehenden Séitzen bedeutet G immer eine Gruppe.

2,1 Fiir jedes das Axiom (II) erfiillende Element e @ gill auch aoce =a
Jiir alle a € G. Aus a’ o a = ¢ folgt auch aoa’ =e.

Beweis: Zunichst wird die zweite Behauptung bewiesen: Zu ' gibt es nach
(III) ein @ ¢ G mit a'’ oa’ = e. Unter Beachtung von (I) und (II) erhalt
man dann

goa’ =¢eo(aca’)=(a"o0a’)o(aoca’) =a"o((a’'oa)oa’) =a"o(ecoa’)
=a"o0a =e.

Hieraus folgt jetzt die erste Behauptung:
aoce=ao (@’ oa)=(aca’)oa=¢coa=a. ¢

2.2 Es gibt nur genau ein Element ¢ ¢ G der in (II) geforderten Art. Bereits
aus xoa = a fir nur ein a €@ folgt x =e.

2 Xowalsky, Lineare Algebra
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Beweis: Das Element ¢* erfiille ebenfalls die Gleichung e*oa = a fiir alle
a € G. Dann gilt insbesondere e* o ¢ == ¢ und wegen 2.1

e*¥ —¢*¥oe =¢;

d. h. e ist eindeutig bestimmt. Gilt weiter x o a = a fiir ein festes Element a,
so existiert wegen (III) zu diesem ein a’ € G mit @’ o a = ¢, und wegen 2.1
erhilt man

r==xoe==zo(@aoad’) =(xoa)oa =aca =e. ¢

Das somit durch die Axiome eindeutig bestimmte Element e wird das
neufrale Element der Gruppe genannt.
2.3 In (III) ist a’ durch a eindeutig bestimmt.
Beweis: Neben a’ 0o a = e gelte auch a*oa = ¢. Wegen 2. 1 erhélt man dann
a* =a*oe =a*o(@o0a’) =(a*ca)oa' =¢oa’ =a’. &

Man nennt ¢’ das inverse Element von a und schreibt statt ¢’ im allgemeinen
a-l., Wenn allerdings in Spezialfillen die Gruppenverkniipfung als Addition
geschrieben wird (vgl. 2. I), bezeichnet man das neutrale Element mit 0 und
das zu e inverse Element mit —a.

2.4 @V1=a und (aeb)!=>b-loal,

Beweis: Die in 2.1 bewiesene Gleichung a o a1 = e besagt, daB a das zu a1
inverse Element ist, daB also die erste Behauptung gilt. Die zweite folgt aus

(b-toa)o(@obd) =b1o((a1oa)obd) =blo(eod) =b"lob=c. ¢

2.5 In etner Gruppe G besilzen bei gegebenen Elementen a, b € G die Gleichungen
zoa =>b und aoy = b eindeutig bestimmie Lisungen z, y € G.

Beweis: Wenn z € G Lésung der ersten Gleichung ist, wenn also zoca =1b

gilt, folgt

T=xoe=go0acal =boal;
d. h. z ist durch @ und b eindeutig bestimmt. Umgekehrt ist aber wegen
(boa)oa =bo(aloa)=boe=0">

das Element x = b o ¢~ auch tatsichlich eine Losung. Entsprechend schlieft
man im Fall der zweiten Gleichung. ¢

Erginzungen und Aufgaben

2A Es sei @ eine nicht-leere Menge, in der eine Operation o definiert ist, die das Gruppen-
axiom (I) und folgende Forderung erfiillt:
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(*) Zu je zwei Elementen a, b€ @ gibt es mindestens ein 2 € @ mit zoa = b und min-
destens ein y€ G mit aoy = b.

Aufgabe: Es sei a ein festes Element aus @Q. Zeige, dal dann aus xoa =a auch 2oz =2
fiir alle z € G folgt. Folgere, dal @ eine Gruppe ist und daf (II) und (III) mit (*) gleich-
wertig sind.

2B Eine Permutation aus &,(n = 2) heilt eine Transposition, wenn sie zwei der
Zahlen 1,...,n vertauscht, die iibrigen aber einzeln fest 1aBt.

Anuigahe : Zeige, daB sich jede Permutation & € &, als Produkt von endlich vielen Trans-
positionen darstellen 1aBt und daB bei verschiedenen solchen Darstellungen von « die
Anzah] der auftretenden Transpositionen entweder immer gerade oder immer ungerade ist.

Bedeutet k die Anzahl der Transpositionen in irgendeiner Darstellung von «, so ist hier-
nach die ganze Zahl sgn () = (— 1)¥ eindeutig durch o bestimmt und unabhingig von
der Art der Darstellung. Man nennt sgn (x) das Vorzeichen oder Signum der Permu-
tation «. Gilt sgn (x) = + 1, so heiBt « eine gerade Permufation, im anderen Fall,
nimlich sgn («) = — 1, eine ungerade Permutation. Die geraden Permutationen bilden
fiir sich eine Gruppe %,,, die man die alternierende Gruppe nennt.

Aufgabe: sgn(xo f) = (sgn (x)) - (sgn (B)).

§ 3 Korper und Ringe

Wihrend der Gruppenbegriff sich auf nur eine Verkniipfungsoperation
bezog, werden jetzt nebeneinander zwei Operationen betrachtet, die in An-
lehnung an das iibliche Zahlenrechnen mit 4 und - bezeichnet und Addition
bzw. Multiplikation genannt werden. Geht man etwa von den rationalen
Zahlen aus, so gewinnt man aus den dort giiltigen Regeln durch eine ent-
sprechende Abstraktion wie bei den Gruppen neue algebraische Strukturen.

Definition 3a: Ein Korper besteht aus einer Menge K und zwei Operationen,
die jedem geordneten Paar (a, b) von Elementen aus K eindeutig ein Element
a + b bzw. a - b von K so zuordnen, daf folgende Aziome erfillt sind:

@ (@ +b0)+c=a4(b+c). (Assoziativitit der Addition)

) a+b=0>b+a. (Kommutativitdt der Addition)

(II) Es gibt ein Element 0 ¢ K mit 0 +a =a fir alleac K.

(AV)  Zu jedem a € K existiert ein Element —a in K mit (—a) +a =0.

(V) f(a-b)-c=a-(b-c). (Assoziativitit der Multiplikation)

(VI) Es gibt ein Element 1 € K mit 1 -a = a fir alle ac K.

(VII) Zu jedem a € K mit a == 0 existiert ein Element a=in K mit a='-a ='_l .

(VII) a-(b+c¢)=a-bt+a-cund (b +-c)ra=b-atc-a.
(Distributivitit)

(IX) 1=0.

2%
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Fordert man lediglich die Qiiltigkeit der Aziome (I)— (V) und (VIII), so nennt
man K einen Ring. Gilt zusitzlich das Axiom

X) a-b=b-a (Kommutativitit der Multiplikation),
so wird K ein kommutativer Korper bzw. Ring genannd.

Ebenso wie eine Gruppe wird auch ein Korper bzw. Ring statt mit (X, -+, -)
einfacher mit K bezeichnet. Das Symbol fiir die Multiplikation wird im all-
gemeinen unterdriickt und statt a - b kiirzer ab geschrieben. Vielfach werden
mit , Korper nur kommutative Korper bezeichnet, wihrend dann nicht-
kommutative Korper ,,Schiefkérper genannt werden. In diesem Buch wird
es gich allerdings ausschlieBlich um kommutative Kérper handeln.

Wegen (I) und (V) kénnen wieder bei endlichen Summen und Produkten
die Klammern fortgelassen werden. Eine weitere Regel zur Klammerersparnis
besteht in der iiblichen Konvention, daB die Multiplikation stérker binden
soll, dafl also z. B. statt (ab) -+ ¢ einfacher ab + ¢ geschrieben werden darf.
Diese Vereinfachung wurde bereits bei der Formulierung von (VIII) benutzt.

Die Axiome (I)—(IV) besagen, daB ein Kérper bzw. Ring hinsichtlich der
Addition eine abelsche Gruppe ist. Das neutrale Element 0 wird das Null-
element oder kurz die Null des Korpers bzw. Rings genannt. Das inverse
Element —a heit das zu @ negative Element. Statt b + (— a) schreibt man
kiirzer b — @ und nennt dieses Element die Differenz von b und a. Es gilt
a+(b—a)=>0, und b — a ist somit die nach 2.5 eindeutig bestimmte
Losung der Gleichung ¢ + = b. Wegen 2. 4 gilt schlieflich — (—a) =a
und — (@ +b)=—a+(—b)=—a—>.

Die Axiome (V), (VI) und (VI) besagen, daB in einem Kérper die von 0
verschiedenen Elemente auch hinsichtlich der Multiplikation eine Gruppe
bilden. Das neutrale Element 1 dieser multiplikativen Gruppe wird das Eins-
element oder einfach die Eins des Korpers genannt. In Ringen braucht ein
Einselement nicht zu existieren. Zu seiner Kennzeichnung miissen in nicht-
kommutativen Ringen jedoch beide Gleichungen 1:-a =a und a1 =a
gefordert werden, da sie wegen des Fehlens von (VII) nicht auseinander
folgen. Umgekehrt braucht in kommutativen Ringen natiirlich nur eine der
beiden Gleichungen (VIII) gefordert zu werden.

Beispiele:
3.1 Die rationalen, die reellen und die komplexen Zahlen bilden hinsichtlich
der iiblichen Addition und Multiplikation je einen kommutativen Korper.

3.1 Die ganzen Zahlen bilden hinsichtlich der iiblichen Rechenoperationen
einen kommutativen Ring mit Einselement. Sie bilden jedoch keinen Korper,
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weil z. B. 2 in Z kein reziprokes Element besitzt. Auch die geraden ganzen
Zahlen bilden einen kommutativen Ring. Dieser besitzt jedoch kein Eins-
element.

3.1I1 Es sei G eine beliebige, additiv geschriebene abelsche Gruppe mit dem
neutralen Element 0. Durch ab = 0 fiir alle ¢, b ¢ @ wird dann in @ auch eine
Multiplikation definiert, und @ wird hierdurch ein kommutativer Ring.

3.IV Die Menge K bestehe aus genau zwei Elementen, die mit 0 und 1
bezeichnet werden. Definiert man eine Addition und Multiplikation durch

04+0=1+1=0, 04+1=1+0=1;
0:0=0-1=1-0=0, 1-1=1,

so erhilt man einen Korper.

Die folgenden Sétze zeigen, daB in beliebigen Ringen oder Kérpern in der
iiblichen Weise gerechnet werden kann.

3.1 In einem Ring gilt 0+a =a+0 = 0 fir jedes Element a.
Beweis: Wegen 0 + 0 =0 und wegen (VIII) gilt
0:a+0a=0-+0-a=0-a.

Hieraus folgt nach 2.2 die erste Behauptung 0 - @ = 0. Die zweite Behaup-
tung ergibt sich entsprechend. ¢
3.2 In einem Kirper folgt aus ab =0 stets a =0 oder b = 0.
Beweis: Es gelte ab =0, aber a == 0. Dann existiert das zu a reziproke
Element a-1, und wegen 3.1 folgt

b=1b=alab=a1-0=0. ¢

Wie Beispiel 3. III zeigt, kann in einem Ring ab = 0 auch dann gelten,
wenn a und b von 0 verschieden sind. Man nennt dann @ einen linken und b
einen rechten Nullteiler. Der letzte Satz besagt, daf ein Korper stets null-
teilerfrei ist.

3.3 In einem Ring ¢gilt a(—b) = (— a)b = — (ab), tnsbesondere also
(—a) (—b) =ab.

Beweis: Wegen (VIII) und 3.1 erhilt man
ab +-a(—b)=a(d+(—b) =a-0=0.

Hiernach ist a(— &) das zu ab negative Element; d. h. es gilt a(—b) = —(ab).
Entsprechend ergibt sich die zweite Gleichung. ¢
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Es sei jetzt K ein Korper. Fiir jede natiirliche Zahl » > 0 und fiir jedes
Element a € K bedeute #» X a die aus n Summanden a bestehende Summe
a¢+a-+--++a. In den Korpern der rationalen, reellen oder komplexen
Zahlen gilt stets n x 1 3= 0. Das Beispiel 3. IV zeigt jedoch, daB in gewissen
Korpern bei geeigneter Wahl von # auch der Fall # x 1 = 0 eintreten kann.

Definition 3b: Wenn es zu einem Korper K dberhaupt eine natiirliche Zahl
n > 0 mit n x 1 = 0 gibt, so heift die kleinste natiirliche Zahl mit dieser Eigen-
schaft die Charakteristik von K. Gilt jedoch n x 1 == 0 fiir alle natiirlichen
Zahlen n > 0, so wird K die Charakleristik 0 zugeordnet.

Wenn die Charakteristik eines Korpers von Null verschieden ist, dann
muB sie wegen (IX) jedenfalls groBer als 1 sein. Der zweielementige Korper
aus 3.IV besitzt daher die Charakteristik 2.

3.4 Die Charakteristik eines Korpers ist entweder O oder eine Primzahl.
Beweis: Es sei p die Charakteristik eines Korpers, und es gelte p 0.
Nimmt man an, da p keine Primzahl ist, so gibt es natiirliche Zahlen s
und ¢ mit s <p, ¢t <p und p =st. Wegen (VIII) ergibt sich unmittelbar
(sx1)(tx1)=p%x1=0, wegen 3.2 also s x 1 =0 oder ¢ x 1 = 0. Dies
widerspricht wegen s << p, ¢ << p der Definition der Charakteristik. ¢

Ergiinzungen und Aufgaben

8A Es sei g eine natiirliche Zahl > 0. Fiir jede ganze Zahl a bedeute dann ¢ die Menge
aller ganzen Zahlen z, fiir die die Differenz z — a durch ¢ teilbar ist. SchlieBlich sei K,
die Menge aller dieser ,,Restklassen‘.

Aufgabe:

1). Zeige, daB aus @ = ¢ und b = d auch a + b = ¢ - d und ab = cd folgt.
2). Zeige weiter, daBl durch
i4+b=a+b und a-b=ab
in K, eine Addition und eine Multiplikation definiert werden und daB K, hinsichtlich
dieser Operationen ein kommutativer Ring mit genau ¢ Elementen ist.
3). K, ist genau dann ein Korper, wenn ¢ eine Primzahl ist.
4). Ist g eine Primzahl, so ist ¢ gleichzeitig die Charakteristik des Korpers K .
5). Ist g keine Primzahl, so enthalt der Ring K, Nullteiler.
3B Es sei G die Menge aller geordneten Paare r = (x;, 2,) ganzer Zahlen z,, z,. In @ wird
durch

@1y %) + (%1, ¥2) = (@1 + 14 T2 1+ 92)
eine Addition definiert.
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Aufgabe: Zeige, daB G hinsichtlich dieser Addition als Verkniipfungsoperation eine
abelsche Gruppe ist.

Weiter sei 4 die Menge aller Abbildungen « der Gruppe @ in sich mit
ok + ) = (o) + (=h)

fiir alle z, y € G. Fiir je zwei Abbildungen «, f€ 4 sei «f die Produktabbildung « o §.
Ferner sei o« + § diejenige Abbildung, die jedes Element g € G auf das Element (xr) + (8x)
abbildet; es soll also gelten:

(o + B) & = (o2) + (BD).

Aufgabe: 1). Zeige, dall A hinsichtlich der so definierten Rechenoperationen ein Ring
mit Einselement ist.

2). Zeige, dafl A Nullteiler enthilt und daB8 die Multiplikation nicht kommutativ ist.

§ 4 Vektorrinme

Der urspriingliche Begriff des Vektors besitzt eine anschauliche geometri-
sche Bedeutung. Man denke sich etwa in der Ebene einen festen Punkt a
als Anfangspunkt ausgezeichnet. Jedem weiteren Punkt & kann dann um.
kehrbar eindeutig die von @ nach « weisende gerichtete Strecke zugeordnet
werden, die man sich etwa durch einen in @ ansetzenden Pfeil mit der Spitze
in z reprisentiert denken kann. Man nennt diese gerichtete Strecke den
Ortsvektor von z beziiglich des Anfangspunktes ¢ und bezeichnet ihn mit
dem entsprechenden deutschen Buchstaben g. Ist 1) ein zweiter Ortsvektor,
so kann man den Summenvektor ¢ + t in bekannter Weise nach dem Par-
allelogrammprinzip definieren (vgl. Fig.1). Einfache geometrische Uber-
legungen zeigen nun, daB die Ortsvektoren hinsichtlich dieser Addition als
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Verkniipfungsoperation eine abelsche Gruppe bilden. So folgt z. B. das Asso-
ziativgesetz aus der in Fig. 2 angedeuteten Kongruenz von Dreiecken. Das
neatrale Element dieser Gruppe ist der zu einem Punkt entartete Ortsvektor
des Anfangspunktes selbst. Daneben kann man aber auch jeden Ortsvektor ¢
mit einer reellen Zahl ¢ multiplizieren: Der Vektor ay sei derjenige Vektor,
dessen Liange das }a|-fache der Linge des Vektors x ist und dessen Richtung
im Fall ¢ > 0 mit der Richtung von g iibereinstimmt, im Fall ¢ << 0 zu ihr
entgegengesetzt gerichtet ist. AuBerdem sei Oy wieder der Ortsvektor des
Anfangspunkts. Fir diese zweite Operation der Multiplikation von Orts-
vektoren mit reellen Zahlen gelten nun folgende Regeln, die sich leicht geo-
metrisch nachweisen lassen:

(ab) ¢ = a(br),
a(t +p)=ag +ay,
(@ +b) ¢ =ag + bz,

1y =z¢.

Der allgemeine Begriff des Vektorraums entsteht nun wie bei den Gruppen,
Korpern und Ringen wieder durch eine entsprechende Abstraktion, die von
der speziellen Natur der Vektoren und Rechenoperationen absieht. Diese
Abstraktion geht hier sogar noch etwas weiter: Bei den Ortsvektoren wurden
als Multiplikatoren reelle Zahlen benutzt. Bei der allgemeinen Begriffsbhildung
tritt an die Stelle der reellen Zahlen ein beliebiger kommutativer Korper K,
der dann der Skalarenkirper genannt wird und dessen Elemente als Skalare
bezeichnet werden.

Definition 4a: Ein Vektorraum oder auch linearer Raum besteht aus einer
additiv geschriebenen, abelschen Gruppe X, deren Elemente Vektoren genannt
werden, einem kommutativen Skalarenkérper K und einer Mulliplikation, die
jedem geordneten Paar (a, t) mit a € K und g € X eindeutig einen Veklor ag ¢ X
so zuordnet, daf3 folgende Axiome erfillt sind:

(D (@b) g =a(br) (a,b¢K; geX).
(Assoziativitit)
(1) a(t +9)=ag +ay (@ekK; g neX),
(@+dr=ar+br (a,bekK; geX).
(Distributivitdt)
(I11) lr=x ((QekK; geX).

Wie schon in diesen Axiomen sollen auch im allgemeinen Skalare mit
kleinen lateinischen, Vektoren hingegen mit kleinen deutschen Buchstaben
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bezeichnet werden. Zu beachten ist, da die Rechenoperationen trotz gleicher
Bezeichnung teilweise verschiedene Bedeutung haben: So steht z. B. auf der
linken Seite der zweiten Gleichung von (II) die Summe zweier Skalare, auf
der rechten Seite aber die Summe zweier Vektoren. Das Zeichen -}~ bedeutet
also auf der linken Seite die Addition im Skalarenkérper X, rechts hingegen
die Vektoraddition in X. Ebenso treten auch in (I) verschiedene Arten der
Multiplikation auf. In (II) wurde auBerdem bereits eine der fritheren Fest-
setzung entsprechende Vereinfachung benutzt: die Multiplikation mit Ska-
laren soll starker binden als die Vektoraddition; statt (ag) 4y soll also
einfacher ay + 1) geschrieben werden diirfen. Axiom (I) gestattet schlieBlich,
auch bei mehrfacher Multiplikation mit Skalaren die Klammern fort-
zulassen.

Ebenso wie bei den Gruppen, Ringen und Kdérpern pflegt man auch einen
Vektorraum nur mit dem einen Buchstaben zu bezeichnen, der schon der
Gruppe zugeordnet ist. Wenn der Skalarenkorper K besonders hervorgehoben
werden soll, spricht man von einem Vektorranm X iiber K. Allgemein soll
folgende Festsetzung gelten: Sofern nicht spezielle Skalarenkérper angegeben
werden, soll der zu einem Vektorraum gehorende Skalarenkérper immer mit
K bezeichnet werden. Treten in einem Zusammenhang mehrere Vektorraume
gleichzeitig auf, so sollen sie immer denselben Skalarenkdrper besitzen. Dieser
darf ein beliebiger kommutativer Korper sein. Nur in Einzelfillen wird er
einschrinkenden Bedingungen unterworfen werden, die dann aber stets aus-
driicklich angegeben werden. Fiir die Anwendung der Theorie sind allerdings
diejenigen Vektorraume am wichtigsten, deren Skalarenkérper der Korper
der reellen oder der komplexen Zahlen ist. Man spricht in diesen Fillen kurz
von reellen bzw. komplexen Vektorriumen.

Die charakteristischen Operationen eines Vektorraums sind die Vektor-
addition und die Multiplikation der Vektoren mit Skalaren. Diese beiden
Operationen werden unter dem gemeinsamen Namen lineare Operationen
zusammengefat.

Es sei jetzt X ein beliebiger Vektorraum. Da X eine (additiv geschriebene,
abelsche) Gruppe ist, existiert in X ein eindeutig bestimmter neutraler Vektor.
Dieser wird der Nullvektor genannt und mit o bezeichnet. Es gilt 0 + ¢ =1¢
fiir alle Vektoren g ¢ X, und aus ¢ 4 a = a fiir nur einen Vektor a ¢ X folgt
bereits ¢ = 0. Ebenso existiert zu jedem Vektor r ein eindeutig bestimmter
negativer Vektor — . Fiir ihn gilt ¢ + (— £} = 0. Statt a 4 (— b) wird
wieder kiirzer @ — b geschrieben, und dieser Vektor wird der Differenzvektor
von g und b genannt. In einem Vektorraum ist somit auch die Subtraktion
unbeschrinkt ausfiihrbar.
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Beispiele:

4.1 Nach den einleitenden Bemerkungen bilden die ebenen Ortsvektoren
(beziiglich eines festen Anfangspunktes) einen reellen Vektorraum. In analoger
Weise kann man auch im Raum Ortsvektoren definieren, die dann ebenfalls
einen reellen Vektorraum bilden.

4.11 Es sei K ein kommutativer Korper, und n» > 0 sei eine natiirliche Zahl.
Ein Aggregat (a,,...,as) von Elementen aus K wird dann ein #-Tupel
genannt, und die Menge aller dieser #-Tupel wird mit K" bezeichnet. Es seien
nun a = (ay, ..., @) und b = (b, ..., ba) zwei n-Tupel aus K", und ¢ sei
ein Element aus K. Setzt man dann

a+b=1(a, +b,....,8s +bs) und ca = (ca,,..., can),

so werden hierdurch in K™ die linearen Operationen definiert, und K* wird
zu einem Vektorraum iiber K. Man nennt diesen Vektorraum den n-dimen-
sionalen arithmetischen Vektorraum iiber K. In ihm ist der Nullvektor das
aus lauter Nullen bestehende n-Tupel (0, ..., 0). Der Fall n =1 zeigt, da8
man jeden kommutativen Korper als Vektorraum iiber sich selbst auffassen
kann.

4. 11 Es sei F die Menge aller auf einem reellen Intervall [a, b] definierten
reellwertigen Funktionen. Fiir jo zwei Funktionen f, g € F sei f + g diejenige
Funktion, deren Werte durch

(F+9) @) =f@®) +9@) (ast=b)
bestimmt sind. Entsprechend sei fiir jede reelle Zahl ¢ die Funktion ¢f durch
(ef) () = c(f(®) (@asts))

definiert. Hinsichtlich der so erkldrten linearen Operationen ist F ein reeller
Vektorraum, Nullvektor ist die auf [a, b] identisch verschwindende Funktion.

AbschlieBend sollen noch einige Regeln fiir das Rechnen in Vektorraumen
hergeleitet werden, die weiterhin ohne besondere Hinweise benutzt werden.
4.1 Fiir beliebige Vektoren ¢ und Skalare ¢ gilt

0 =0 und co = o.
Aus cx =0 folgt ¢ =0 oder t =0o.
Beweis: Wegen (II) gilt
0r +0t=(0+0¢r=0 und

co + ¢ = ¢{v + 0) = ¢o.
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Aus der ersten Gleichung folgt 0x = o, aus der zweiten ¢o = 0. Weiter werde
cx = 0, aber ¢ == 0 vorausgesetzt. Wegen (I1I) erhilt man dann

t=1lg=clg=clo=0. @

Fiir die Bildung des negativen Vektors gilt wieder — (— g) =gz. Die
Vektoren — ¢ und (— 1) ¢ miissen jedoch zunichst unterschieden werden:
— r ist der durch die Gleichung ¢ 4+ (— t) = o eindeutig bestimmte Vektor,
wahrend (— 1) ¢ aus g durch Multiplikation mit — 1 hervorgeht. Der folgende
Satz zeigh jedoch, daB beide Vektoren gleich sind.

4.2 —r=(—1zg.
Bewets: Wegen (II), (ITII) und 4.1 gilt
t+(=De=1g+(—Dr=Q0Q+(—1)g=0=0

und daher (— 1)z =—1t. @
Wegen (— ¢) ¢ = (— 1) cx folgt hieraus noch unmittelbar die Beziehung

(—e)r = —(cg) =¢(—1).

Ergiinzungen und Aufgaben

4A In dem folgenden Beispiel werden die reellen Zahlen einerseits als Skalare, anderer-
seits aber auch als Vektoren aufgefalBlt. Als Skalare sollen sie in der iiblichen Weise addiert
werden. Als Vektoren soll fiir sie jedoch eine neue Art der Addition definiert werden, die
zur Unterscheidung mit ¢ bezeichnet wird. Es soll nimlich gelten

s —

adb= Va“ + 83,
wobei unter dem Wurzelzeichen die Addition in der iiblichen Weise auszufiihren ist.
Entsprechend bedeute ab das iibliche Produkt. Faft man jedoch @ als Skalar und & als

Vektor auf, so sei ein neues, mit (9 bezeichnetes Produkt durch eine der beiden folgenden
Gleichungen definiert:

1). a@®b=ab

2yaob=V;L

Aufgabe: Man untersuche, in welchem Fall der so definierten linearen Operationen ein
reeller Vektorraum vorliegt.

4B Es sei K ein kommutativer Kérper und X eine (additiv geschriebene) abelsche
Gruppe. Definiert man dann das Produkt eines beliebigen ,,Skalars® ¢ € K mit einem
beliebigen ,,Vektor g ¢ X durch ag = o (neutrales Element von X), so sind mit Aus-
nahme von (III) alle Axiome des Vektorraums erfiillt.

Die Bedeutung von Axiom (III) soll durch folgende Aufgabe beleuchtet werden:
X erfiille alle Axiome eines Vektorraums iiber K mit Ausnahme von (III). Es existiere
also ein ,,Vektor a € X mit la & a.
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Aufgabe:

1). Fiir einen ,,Vektor* g € X gilt 1 = ¢ genau dann, wenn  sich in der Form ¢ = 1y
mit einem geeigneten ,,Vektor §) € X darstellen lafit.

2). Fiir jeden ,,Vektor* ¢ der Form ¢ = y — 1y gilt 1 = o.

3). Es werde

U={r:reX,1g=¢} wd V={:¢reX, lg=rn}

gesetzt. Zeige, daB sich jeder ,,Vektor g € X auf genau eine Weise in der Form g = u - v
mit u€ U und v € V darstellen 1a3t.

4). Wendet man die linearen Operationen auf ,,Vektoren aus U an, so erhilt man
stets wieder ,,Vektoren‘ aus U. Die Teilmenge U von X erfiillt alle Axiome eines Vektor-
raums.

4C Die in der Definition des Vektorraums enthaltene Forderung, daB der Skalaren-
korper ein kommutativer Korper sein soll, ist zunichst unwesentlich. Alle bisherigen
Betrachtungen und auch die Ergebnisse der folgenden Paragraphen gelten sinngemif
ebenso dann, wenn man als Skalarenkérper einen Schiefkorper zuliBt. Erst an einer
spateren Stelle (§ 9) wird entscheidend benutzt, daB der Skalarenkérper kommutativ ist.



Zweites Kapitel
Unterrdume, Basis, Koordinaten

In diesem Kapitel werden zundchst Begriffsbildungen behandelt, die un-
mittelbar an die Definition des Vektorraums anschlieBen und sich auf nur
einen Vektorraum beziehen. Im Mittelpunkt dieser Betrachtungen steht der
Begriff der Basis eines Vektorraums und der mit ihm eng zusammenhéingende
Begriff der linearen Unabhingigkeit von Vektoren. Mit diesen Hilfsmitteln
ist es dann auch moglich, die Dimension eines Vektorraums zu definieren.
Hierbei ergibt sich eine Aufteilung der Vektorriume in endlich-dimensionale
und solche unendlicher Dimengion, Wesentlich fiir das konkrete Rechnen mit
Vektoren ist schlieBlich, daB man in endlich-dimensionalen Vektorriumen
hinsichtlich einer Basis jeden Vektor durch endlich viele Skalare, seine Koordi-
naten, beschreiben kann. Der Koordinatenbegriff gestattet es, das Rechnen
mit Vektoren auf das Rechnen im Skalarenkérper zuriickzufiihren.

§ 5 Unterrdinme

Es sei U eine nicht-leere Teilmenge eines Vektorraums X. Mit zwei Vektoren
a und b aus U wird dann im allgemeinen nicht auch ihr Summenvektor a 4 b
in U liegen; und entsprechend wird aus ¢ € K und a € U im allgemeinen auch
nicht ca € U folgen. Wenn dies jedoch der Fall ist, wenn also aus a,be U
und ¢ € K stets a + b e U und ca € U folgt, so sind die linearen Operationen
auch in der Teilmenge U definiert. Man sagt dann, daB U gegeniiber den
linearen Operationen abgeschlossen ist.

Definition 5a: Eine Teilmenge U eines Vektorraums X heifit ein Unterraum
von X (in Zeichen: U < | X), wenn sie gegeniiber den linearen Operationen ab-
geschlossen und selbst ein Vektorraum ist.

Diese Definition des Unterraums enthilt neben der Forderung der Ab-
geschlossenheit noch die weitere Forderung, daB auch alle an einen Vektor-
raum gestellten Bedingungen erfiillt sein sollen. Daf hierbei in Wirklichkeit
keine zusdtzliche Forderung vorliegt, sondern daf sich die Giiltigkeit der
Axiome automatisch iibertragt, zeigt der folgende Satz.
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b.1 Eine nicht-leere Teilmenge U eines Vektorraums X ist genau dann ein
Unserraum von X, wenn sie gegeniiber den linearen Operationen abgeschlossen
tst, wenn also aus a, be U und ce K stets a + b e U und ca e U folgt.

Beweis: Es ist lediglich zu zeigen, dafl sich die Giiltigkeit der Axiome von X
auf U iibertriagt. Von den Axiomen (I)—(III) aus 4a ist dies unmittelbar
klar und ebenso auch von der Assoziativitit und Kommutativitit der Vektor-
addition, weil diese Bedingungen ja in X, erst recht also in der Teil-
menge U erfiillt sind. Eine Ausnahme machen lediglich die Existenzforde-
rungen, die sich auf die Existenz des neutralen und des negativen Vektors
beziehen. Nun ist aber U nicht leer, enthilt also mindestens einen Vektor a.
Nach Voraussetzung gilt dann auch o0 =0a e U. Die Menge U enthilt also
den Nullvektor von X, der dann auch neutrales Element in U ist. AuBerdem
enthilt U nach Voraussetzung mit dem Vektor g auch den Vektor (— 1) g,
wegen 4.2 also den Vektor — ¢. ¢

Da ein Unterraum, fiir sich betrachtet, selbst ein Vektorraum ist, muB
er jedenfalls den Nullvektor enthalten. Die leere Menge ist daher kein Unter-
raum. Unmittelbar ergibt sich auBerdem: Ist U ein Unterraum von X und V
ein Unterraum von U, so ist ¥V auch ein Unterraum von X.

Beispiele:

5.1 Die nur aus dem Nullvektor bestehende Teilmenge {o} eines Vektor-
raums X ist ein Unterraum von X; und zwar ist {o} offenbar der kleinste
Unterraum von X. Man nennt ihn den Nullraum. AuBerdem ist jeder Vektor-
raum X ein Unterraum von sich selbst.

5.II In dem reellen Vektorraum der ebenen Ortsvektoren beziiglich eines
Anfangspunktes a erhdlt man Unterrdume auf folgende Weise: Es sei G eine
durch a gehende Gerade. Dann bilden die zu den Punkten von G gehérenden
Ortsvektoren einen Unterraum. Aufler dem Nullraum und der ganzen Ebene
sind diese durch a gehenden Geraden auch die einzigen Unterraume. Bei den
raumlichen Ortsvektoren treten als weitere Unterrdume noch die Ebenen
durch den Anfangspunkt auf.

b. IIl Die Menge aller n-Tupel der Form (0, a,, ..., a,;) ist ein Unterraum
des arithmetischen Voktorraums K" (vgl. 4. IT).

5.IV In dem Funktionenraum F (vgl. 4. III) bilden die Teilmengen aller
integrierbaren, aller stetigen oder aller differenzierbaren Funktionen je einen
Unterraum. Ebenso ist die Teilmenge aller Polynome ein Unterraum von F.
In der angegebenen Reihenfolge sind sie sogar Unterrdume voneinander.
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B.2 Der Durchschnitt beliebig vieler Unterrdume eines Vektorraums ist selbst
wieder ein Unterraum,

Beweis: Es sei © ein System von Unterrdumen, und
D=n{U:Ue@}

sei ihr Durchschnitt. Aus a, b € D folgt a, b e U fiir alle U ¢ €. Wegen 5.1
gilt dann auch a + b e U fiir alle U € © und somit a 4+ b ¢ D. Ebenso folgt
aus ¢ ¢ K, ae D zundchst cae U fiir alle U ¢ © und weiter ca ¢ D. Wieder
wegen 5.1 und wegen o ¢ Dist daher D ein Unterraum. ¢

Es sei jetzt M eine beliebige Teilmenge eines Vektorraums X. Dann ist
das System € aller Unterrdume U von X mit M < U wegen X ¢ & nicht leer,
und der Durchschnitt von © ist nach dem letzten Satz wieder ein Unterraum
von X. Er ist offenbar der kleinste Unterraum von X, der die Menge M
enthilt. Man bezeichnet ihn mit [M] und nennt ihn den von der Menge M
erzeugten oder aufgespanuten Unterraum. Es gilt also

Definition 5b:
[M]=N{U: M<U,U<|X}.

Ist M eine endliche Teilmenge von X, gilt also etwa M = {a;, ..., an},
so soll statt [M] auch [a,, ..., as] geschrieben werden. Eine Teilmenge M
von X ist genau dann ein Unterraum von X, wenn M = [M] gilt. Aus
M= N< X folgt auBerdem [M]<|[N]<|X. Da die leere Menge Teil-
menge jedes Unterraums und insbesondere des Nullraums ist, gilt [#] = {o}.
Da der Nullvektor ebenfalls den Nullraum erzeugt, kann statt {0} auch [o]
geschrieben werden.

Definition be: Es seien ay, . . ., an endlich viele Vektoren eines Vekiorraums X.
Jeder Vektor der Form cya, + - -+ -+ cnan mit beliebigen Skalaren c,, ..., cn
wird dann eine Linearkombination der Vekloren q,, . . ., an genannt. Ein Vektor
keift eine Linearkombination einer nicht-leeren Teilmenge M von X, wenn er
etne Linearkombination endlich vieler Vektoren aus M ist.

b.3 Der von einer nicht-leeren Teilmenge M eines Vektorraums X aufgespannie
Unterraum [M] besteht aus genaw allen Linearkombinationen von M.

Beweis: Addiert man zwei Linearkombinationen von M oder multipliziert
man eine Linearkombination von M mit einem Skalar, so erhilt man offenbar
wieder eine Linearkombination von M. Wegen 5.1 ist daher die Menge M*
aller Linearkombinationen von M ein Unterraum von X. Jeder Vektor a e M
ist wegen a = lqa eine Linearkombination von M. Daher gilt M < M*, und
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es folgt [M]< M*. Andererseits muB [M] als Unterraum mit je endlich
vielen Vektoren aus M auch jede ihrer Linearkombinationen enthalten; d. h.
es gilt umgekehrt M* < [M]. Zusammen ergibt dies die behauptete Gleichung
[M] =M* &

Ist wieder & ein System von Unterriumen eines Vektorraums X, so ist
die Vereinigungsmenge dieses Systems im allgemeinen kein Unterraum von X.
Jedoch wird von dieser Vereinigungsmenge ein Unterraum aufgespannt, den
man die Summe der Unterrdume des Systems nennt und mit X' {U: U € &},
oder bei endlich vielen Unterrdumen auch mit U, + -+ 4+ U, bezeichnet.
Es gilt also

Detinition 5d:
2{U:Ue@}=[U{U: Ue@&}].

Der Summenraum 2 {U: Ue &} besteht nach 5.3 aus genau den Vektoren
der Form ¢;a; +--* + ¢nas, wobei jeder der Vektoren a,(v=1,...,n) in einem
Unterraum U, des Systems & liegt. Dann aber gilt auch ¢, q, € U,. Sind auflerdem
gewisse der Unterrdume U, gleich, gilt also etwa U, =---=U, =U, so
folgt sogar ¢, a, +---+¢, a,€ U. Nach geeigneter Zusammenfassung 1486
sich daher die Linearkombination ¢;a; + * -+ 4 ¢a0s auch in der Form
U; -+ * - - + u, darstellen, wobei die Vektoren u,,...,1ur in verschiedenen
Unterrdumen U,,..., U, des Systems & liegen. Unmittelbar ergibt sich
hieraus:

5.4 Der Summenraum & {U: U € @} besteht aus genau denjenigen Vektoren t,
die sich in der Form ¢t = u, -+ - ++ + ur darstellen lassen, wobei die Vektoren
Uy, . .., Ur ¢ verschiedenen Unterrgumen U,, ..., Uy des Systems & liegen.

Ergiinzungen und Aufgaben

5A Es sei K der:a.us genau zwei Elementen bestehende Koérper des Beispiels 3. IV.
Aufgabe: Man bestimme alle Unterrdume des arithmetischen Vektorraums K32,

5B Eine Teilmenge L eines Vektorraums X heiBt eine lineare Mannigfaltigkeit, wenn
es zu ihr einen Unterraum Uz, von X mit folgender Eigenschaft gibt: Aus a, b € L folgt
stetsa—be€ Uz und aus a € L, ue Uy umgekehrt a 4 u € L, Als spezielle lineare Mannig-
faltigkeit ordnet sich in diese Definition auch die leere Menge ein.

Jeder Unterraum von X ist eine lineare Mannigfaltigkeit. Aber z. B. ist auch jede
einelementige Teilmenge {a} von X eine lineare Mannigfaltigkeit, jedoch nur im Fall
a = o ein Unterraum.

Aufgabe:

1). Der zu einer nicht-leeren linearen Mannigfaltigkeit L geh6rende Unterraum Uy,
ist durch L eindeutig bestimmt. Ist a ein fester Vektor aus L, so gilt Uy =
{a—zr:xel}.
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2). Eine Teilmenge M von X ist genau dann eine lineare Mannigfaltigkeit, wenn sie
mit je endlich vielen Vektoren q,, - - -, a, auch jeden Vektor der Form ¢,a, + *+* 4 ¢,a,
mit ¢, + *+ - + ¢, = 1 enthalt.

3). Eine lineare Mannigfaltigkeit ist genau dann ein Unterraum, wenn sie den Null-
vektor enthilt.

4). Der Durchschnitt von beliebig vielen linearen Mannigfaltigkeiten ist wieder eine
lineare Mannigfaltigkeit.

5). Es seien L und M zwei nicht-leere lineare Mannigfaltigkeiten, und N sei die
kleinste lineare Mannigfaltigkeit, die L und M enthalt. Dann gilt Uy = U+ Uy im
Fall LA M 4 (. Im Fall L ~ M = ( gilt jedoch Uy = Ug + Uy + [a] mita =b —c¢,
wobei b ein beliebiger Vektor aus L und ¢ ein beliebiger Vektor aus M ist.

§ 6 Basis und Dimension

Es seien @,, ..., as endlich viele Vektoren eines Vektorraums X. Diese
Vektoren spannen dann einen Unterraum U von X auf, und nach 5. 3 la8t
sich jeder Vektor aus U als eine Linearkombination von q,, . . ., 4, darstellen.
Dies gilt insbesondere fiir den Nullvektor. Eine mdagliche Darstellung des Null-
vektorsist 0 = 0q; + - - - + Oaqyu; sie wird die triviale Darstellung genannt. Da-
neben konnen aber auch nicht-triviale Darstellungen o = ¢,a; 4 *++ + ¢aaa
mit ¢, = 0 filr mindestens einen Index » existieren. Die folgende Definition
betrifft den Sonderfall, in dem dies nicht moglich ist.

Definition 6a: Endlich viele Vektoren q,,...,an eines Vekiorraums heiflen
linear unabhiingig, wenn der Nullvektor nur die triviale Darstellung als Linear-
kombination von ay, . .., 0. 2uldft; wenn also aus c;a, + +*+ + caan = 0 stets
g ="-"*=c¢a =0 folgt. Wenn die Vekioren q,, ..., an nicht linear unab-
hdngig sind, werden sie linear abhingig genannt.

Wenn die Vektoren aq;, ..., as linear unabhingig sind, gilta, = 0
(v=1,...,n), weil z. B. aus a, = o die nicht-triviale Darstellung
o=1a, 4 0a, + - - 4 0ax folgen wiirde. Insbesondere ist also ein einzelner
Vektor genau dann linear unabhiéngig, wenn er vom Nullvektor ver-
schieden ist.

Definition 6b: Eine Teilmenge M eines Vektorraums X heifst linear unab-
hiingig, wenn je endlich viele verschiedene Vektoren aus M linear unabhdngig
sind. Andernfalls heifft die Menge M linear abhiingig.

Als Spezialfall dieser Definition ist die leere Menge linear unabhingig.
Auflerdem ergibt sich unmittelbar: Jede Teilmenge einer linear unabhingigen
Menge ist selbst linear unabhingig; jede Obermenge einer linear abhingigen
Menge ist wieder linear abhingig.

3 Kowalsky, Lineare Algebra
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6.1 Eine aus mindestens zwet Vekforen bestehende Menge M ist genaw dann
linear abhingig, wenn sich mindestens ein Vektor t € M als Linearkombination
verschiedener Vektoren a,, ..., ane M mit a, =1 (v =1, ..., n)darstellen lipt.

Beweis: Gilt ¢t = c¢;a; + ¢+ + ¢n0, mit verschiedenen Vektoren
% 0,...,an€M, so isb 0 =1y —¢,a; —*** — cran eine nicht-triviale
Darstellung des Nullvektors, und M ist linear abhingig. Umgekehrt sei M
linear abhiingig. Dann gibt es verschiedene Vektoren a,,...,as € M und
Skalare ¢y, ...,¢s mit cyay + -+ 4 cstn =0 und ¢, &= 0 fiir mindestens
einen Index ». Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann ¢, =0 und » = 1
angenommen werden. Es folgt a, = — cgle,a, — <+ — ¢y te,a,; doh. g
kann als Linearkombination von qy,..., a, dargestellt werden. ¢

Definition 6c: Eine Teilmenge B eines Vektorraums X heift eine Basis von X,
wenn B linear unabhingig ist und den ganzen Raum X aufspannt (d.h.
[B] = X).

Unmittelbar folgt hieraus: Eine Teilmenge M von X ist genau dann linear
unabhéngig, wenn sie eine Basis des von ihr aufgespannten Unterraums
[M] ist.

Beispiele:

6.1 Die leere Menge ist eine Basis des Nullraums; und zwar ist sie auch die
einzige Basis, weil die Menge {0} selbst linear abhéngig ist.

6.II In dem reellen Vektorraum der ebenen Ortsvektoren bilden je zwei
Ortsvektoren, deren Spitzen nicht mit dem Anfangspunkt auf einer Geraden
liegen, eine Basis. Entsprechend bilden je drei Ortsvektoren, deren Spitzen

nicht mit dem Anfangspunkt in einer Ebene liegen, eine Basis des Vektor-
raums der riumlichen Ortsvektoren.

6.III In dem arithmetischen Vektorraum K* (vgl. 4. IT) bilden die n-Tupel
&, =(1,0,...,0), e,=(0,10,...,0),..., ex=(,...,0,1),
die an genau einer Stelle eine 1 und sonst lauter Nullen aufweisen, eine Basis.
Diese Basis wird auch die kanoniseche Basis von K" genannt. Sie ist jedoch
nicht die einzige Basis von K™. So bilden z. B. die Tripel
a=(1,10), a,=(1,0,1), a;3=1(0,1,1)

ebenfalls eine Basis von K3, sofern K nicht die Charakteristik 2 besitzt.
Wenn jedoch K ein Koérper der Charakteristik 2 ist, gilt wegen 1 41 =0
auch a; + a, + a5 = 0; in diesem Fall sind also die Vektoren q,, a,, a; linear
abhingig.



