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Zur Reihe ,,Kiehl Wirtschaftsstudium®

Liebe Leserinnen und Leser,

wir freuen uns, dass Sie einen Blick in dieses Buch aus der Reihe ,Kiehl Wirtschaftsstu-
dium*“ werfen.

Die Reihe vermittelt diejenigen Inhalte, die typischerweise zu einem Studium der Betriebs-
wirtschaftslehre an einer deutschen Hochschule gehéren. Die einzelnen Bande fassen die
verschiedenen Felder der Betriebswirtschaftslehre sowie die relevanten Bereiche der
Volkswirtschaftslehre und deren praxisorientierte Anwendungsfelder und der Rechtswis-
senschaft im Zuschnitt eines typischen Kurses bzw. Moduls zusammen. Sie ermdglichen
Studierenden an Hochschulen und Akademien und interessierten Praktikern einen leichten
Einstieg in das grundlegende Wissen fur Studium und Praxis — in einer lesefreundlichen
Darstellung, die gleichzeitig das akademische Niveau wahrt.

Uns als Herausgebern und den Autoren der Reihe geht es darum, dass Sie die grol3en
Zusammenhange und die wesentlichen Details des jeweiligen Themenbereichs kennen
lernen. Daher haben wir bewusst einen Umfang gewahlt, der Sie nicht sofort verschreckt,
und einen Stil, der Sie hoffentlich stets zum Weiterlesen motiviert. Alle Autoren greifen auf
langjahrige Erfahrung als Lehrende an Universitaten und Fachhochschulen zuriick und
gleichzeitig auf umfassende Kenntnisse der beruflichen Praxis, in der sie als Manager,
Berater oder Anwalte tatig waren oder noch sind.

Das Layout der Werke ermdglicht Ihnen eine besonders komfortable Lektiire. So finden
Sie relevante Begriffe nicht nur in einem Stichwortverzeichnis am Ende des Buches, son-
dern auch in der groRzlgigen Randspalte direkt neben dem jeweiligen Absatz. Gleichzei-
tig kénnen Sie diese Randspalte fur lhre Notizen und Anmerkungen nutzen, um Ihre Ge-
danken direkt zu notieren. ,Merke“-Symbole und ,QV* (Querverweis) weisen auf besonders
wichtige Informationen und Zusammenhange hin, die Ihnen nicht entgehen sollten.

Die Reihe ,Kiehl Wirtschaftsstudium® bietet Ihnen mehr als nur Lehrbiicher! Zu jedem
Band gehort ein passgenauer Online-Bereich, in dem Sie Aufgaben in verschiedenen
Schwierigkeitsstufen und die dazugehdrigen Lésungen finden. Damit kdnnen Sie die Lern-
inhalte noch weiter verinnerlichen und sich optimal auf Ihre Priifungen vorbereiten.

Wir wiinschen Ihnen eine motivierende Lektlire und freuen uns Uber |hr Feedback zur
Verbesserung und Weiterentwicklung der Reihe unter feedback@kiehl.de.

Mit allerbesten Griifen
Die Herausgeber
Prof. Dr. Kristian Foit

Daniel Lorberg LL.M., M.A.
Prof. Dr. Bernard Vogl
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Dozentenservice

Als besonderer Service fur Dozenten steht zu diesem Titel ein kompletter Folien-
satz als Gratis-Download in meinkiehl zur Verfugung. Lésen Sie hierfur auf
www.kiehl.de den Freischaltcode flir das Online-Buch ein. Nutzen Sie dazu ein-
fach ihr bestehendes Benutzerkonto oder registrieren Sie sich neu und lassen Sie
sich als Dozent/in von unserem Dozentenservice freischalten. Das Dozentenma-
terial ist auf der Startseite des Online-Buches Uber den Button ,Dozentenmaterial®
abrufbar.



Vorwort zur zweiten Auflage

Die erste Auflage des Lehrbuches zur Mathematik flr Wirtschaftswissenschaftler wurde
von den Lesern sehr gut aufgenommen. Es diente vielen Studenten als begleitendes Text-
und Ubungsbuch zur Vorbereitung auf die Modulprifungen in den quantitativen Methoden.
Die hohe Akzeptanz des Buches hat eine aktualisierte Neuauflage bewirkt. Da sich das
didaktische Konzept bewahrt hat, wurden nur kleinere Anderungen vorgenommen. Ich
wilnsche lhnen viel Spal3 bei der Lektire!

Marc Kastner
Ké6lIn, im Oktober 2021

Vorwort zur ersten Auflage

Dieses Buch soll lhnen helfen, 6konomische Problemstellungen mathematisch zu l6sen.
Es behandelt die fir angehende Wirtschaftswissenschaftler relevanten Methoden, Verfah-
ren und Modelle, die Ublicherweise in den ersten Semestern eines Bachelorstudiums an
Universitaten und Fachhochschulen gelehrt werden und ist deshalb als vorlesungsbeglei-
tendes Textbuch konzipiert. Mir ist es aus didaktischen Griinden sehr wichtig, dass meine
Horer den in der Vorlesung behandelten Lehr- und Lernstoff noch einmal ,expressis verbis®
nachlesen und aufarbeiten kdnnen. Eine grindliche Methodenkompetenz ist zu Beginn
eines wirtschaftswissenschaftlichen Studiums besonders notwendig, da viele Fragestellun-
gen im weiteren Studienverlauf sowie im Berufsleben mathematisch formuliert, modelliert
und gelost werden. Zweifellos sind viele Themen dieses Buches dem Schulstoff der gym-
nasialen Oberstufe sehr nahe, sodass sich gewisse (beabsichtigte) Uberschneidungen
zum propadeutischen Vorwissen ergeben. Ein wichtiges Ziel ist es ja gerade, die hetero-
gene mathematische Vorbildung der Studierenden zum Studienbeginn zu nivellieren. Dem
Leser bleibt es selbst Uberlassen, sich einzelne Teilgebiete, die aus der Schule eigentlich
bekannt sein mussten, im Selbststudium zu erarbeiten. Das Lehrbuch bietet mit der be-
gleitenden Online-Lernumgebung ausreichend Gelegenheit hierzu. Auf die Darstellung
mathematischer Beweise wird zugunsten von anwendungsorientierten Beispielen aus der
Betriebs- und Volkswirtschaftslehre verzichtet. Dadurch bleiben die Ausfiihrungen Uber-
sichtlich und auf das Wesentliche konzentriert.

Das Buch behandelt in sieben Kapiteln die wichtigsten Teilgebiete der Mathematik fir
Wirtschaftswissenschaftler. Da zur Beantwortung 6konomischer Fragestellungen haufig
Schliisse aus bestimmten Sachverhalten gezogen werden missen, werden im ersten
Kapitel zunachst die Logik und die Mengenlehre dargestellt. Das zweite Kapitel widmet
sich der Arithmetik und Kombinatorik. Hierzu gehéren neben den elementaren Rechen-
operationen auch die Behandlung von Gleichungen und Ungleichungen sowie die grund-
legenden kombinatorischen Zahlvorgange. Im dritten Kapitel steht die lineare Algebra im
Vordergrund. Es wird gezeigt, wie mithilfe der Matrizen- und Vektorrechnung lineare Glei-
chungssysteme und lineare Planungsmodelle geldst werden kénnen. Die Darstellung und
die Anwendung reeller Funktionen bestimmen die Ausfiihrungen des vierten Kapitels. Ne-
ben der Beschreibung der elementaren Funktionen und deren Eigenschaften wird auf
Folgen und Reihen sowie deren Bedeutung fir die Finanzmathematik eingegangen. Die
funktionalen Zusammenhange werden im fiinften Kapitel wieder aufgegriffen und mittels



der Differentialrechnung mathematisch naher untersucht. Das sechste Kapitel behandelt
die Integralrechnung, mit der sich u. a. Marktsituationen 6konomisch bewerten und inter-
pretieren lassen. Das Buch schlief3t im siebten Kapitel mit der linearen Optimierung, dem
wohl bedeutendsten Verfahren des Operation Research.

Die erste Auflage eines Lehrbuchs soll sich weiterentwickeln. Dazu bin ich auf die Rick-
meldungen der Lehrenden und Lernenden angewiesen. Ich wiinsche Ihnen viel Spal} bei
der Lekture und freue mich Uber jedwede Kritik und Anregung!

Marc Kastner
Koln, im November 2017



Zur Reihe ,Kiehl Wirtschaftsstudium®

Vorwort

Kapitel 1
1. Logik und Mengenlehre

1.1 Aussagenlogik

1.1.1  Aussagen

1.1.2 Verknipfung von Aussagen
1.2 Mengenlehre

1.2.1  Mengenbeziehungen

1.2.2 Mengenoperationen

1.2.3 Produktmengen

1.2.4 Zahlenmengen

Kapitel 2

2. Arithmetik und Kombinatorik

2.1 Elementare Rechenoperationen
2.1.1  Grundrechenarten
2.1.2 Rechnen mit Briichen
2.1.3 Rechnen mit Potenzen
2.1.4 Rechnen mit Logarithmen
2.2 Gleichungen und Ungleichungen
2.2.1  Terme und Aquivalenzumformungen
2.2.2 Loésung von Gleichungen
2.2.3 Lo6sung von Ungleichungen
2.3 Indizes, Summen und Produkte
2.3.1 Indizierte Variablen
2.3.2 Summen- und Produktzeichen
2.3.3 Fakultat und Binomialkoeffizient
2.3.4 Binomischer Lehrsatz
2.4 Kombinatorik
2.4.1 Grundlegendes Zahlprinzip
2.4.2 Permutationen
2.4.3 Variationen
2.4.4 Kombinationen
2.4.5 Ubersicht tiber die Anzahl kombinatorischer Ergebnisse
Kapitel 3

3. Lineare Algebra

3.1

Elementare Vektoralgebra
3.1.1  Matrizen und Vektoren
3.1.2 Spezielle Matrizen

14
14
14
16
19
19
22
28
31

34
34
34
38
39
41
43
43
45
50
52
52
53
56
58
59
59
60
61
62
63

66
66
66
69



3.1.3 Rechnen mit Matrizen und Vektoren
3.1.4 Determinanten

3.2 Lineare Gleichungssysteme
3.2.1  Formulierung eines linearen Gleichungssystems
3.2.2 Loésbarkeit linearer Gleichungssysteme

3.3 Ldsung von linearen Gleichungssystemen
3.3.1 Einsetzungs-, Gleichsetzungs- und Additionsverfahren
3.3.2 Gaullsches Eliminationsverfahren
3.3.3 Cramersche Regel

Kapitel 4

4. Reelle Funktionen

4.1 Funktionen als spezielle Relationen
4.1.1 Funktionsbegriff
4.1.2 Darstellungsformen
4.2 Elementare Funktionen
4.2.1 Konstante Funktion
4.2.2 Lineare Funktion
4.2.3 Polynom n-ten Grades
4.2.4 Potenz- und Wurzelfunktion
4.2.5 Rationale Funktion
4.2.6 Exponential- und Logarithmusfunktion
4.3 Eigenschaften von Funktionen
4.3.1 Symmetrie, Monotonie und Beschranktheit
4.3.2 Nullstellen und Ordinatenabschnitt
4.3.3 Umkehrbarkeit und Verkniipfung
4.4  Folgen und Reihen
441 Begriff der Folge
4.4.2 Konvergenz von Folgen
443 Reihen
4.4.4 Prozentrechnung
4.4.5 Zinsrechnung
4.4.6 Rentenrechnung
4.4.7 Tilgungsrechnung
4.5 Grenzwert und Stetigkeit
Kapitel 5

5. Differentialrechnung

10

5.1

Differentiation von Funktionen mit einer Variablen

5.1.1 Begriff der Ableitung

5.1.2 Analyse des Anderungsverhaltens von funktionalen
Zusammenhangen

5.1.3 Ableitungen elementarer Funktionen

71
78
80
80
83
85
85
88
94

100
100
100
102
105
105
106
110
114
117
119
122
122
128
130
135
135
137
140
144
146
149
153
156

164
164
164

166
170



514

5.1.5 Hohere Ableitungen und Regel von de I'Hbspital

Ableitungen verknupfter Funktionen

5.2 Kurvendiskussion

5.2.1
5.2.2

5.2.3
5.2.4
525
5.2.6

Monotonie und Krimmungsverhalten
Bestimmung von Nullstellen mithilfe
des Newton-Verfahrens
Extrempunkte

Wendepunkte

Elastizitaten

Marginalanalyse

5.3 Differentiation von Funktionen mit mehreren Variablen

5.31
5.3.2
5.3.3

Kapitel 6

Partielle Ableitungen
Partielles und totales Differential
Extrempunkte

6. Integralrechnung
6.1 Die Technik des Integrierens

6.1.1
6.1.2

Stammfunktion und unbestimmtes Integral
Grundintegrale

6.2 Das bestimmte Integral

6.2.1
6.2.2
6.2.3

Hauptsatz der Integralrechnung
Integral und Flacheninhalt
Integrationsregeln

6.3 Integralfunktionen

Kapitel 7

7. Lineare Optimierung
7.1 Formulierung eines linearen Modells
7.2 Bestimmung der Optimallésung

7.21
7.2.2

7.3 Dualitat

Graphische Lésung
Simplex-Algorithmus

7.4  Optimierung unter Gleichheitsbedingungen

7.41
7.4.2

Einsetzmethode
Lagrange-Verfahren

Literaturverzeichnis
Stichwortverzeichnis

170
172
174
174

176
180
186
189
193
200
200
202
204

210
210
210
210
211
211
213
221
222

228
228
232
232
237
247
250
251
252

255
257

11






1. Logik und Mengenlehre
1.1 Aussagenlogik
111 Aussagen
1.1.2 Verkniipfung von Aussagen
1.2 Mengenlehre
1.21 Mengenbeziehungen
1.2.2 Mengenoperationen
1.2.3 Produktmengen

1.2.4 Zahlenmengen



1. Logik und Mengenlehre

14

Logik

Aussage

Variable

1. Logik und Mengenlehre
1.1 Aussagenlogik

1.1.1 Aussagen

Das mathematische Modellieren wirtschaftswissenschaftlicher Frage-
stellungen hat viel mit Logik zu tun. Logisches Denken bedeutet, ver-
ninftige Schlisse aus bestimmten Sachverhalten zu ziehen. Da ver-
ninftiges Handeln situationsabhangig und subjektiv ist, ist die Logik
traditionell ein Teilgebiet der Philosophie. In den fiir Wirtschaftswissen-
schaftler relevanten Teilgebieten der Mathematik spielt die Aussagen-
logik eine besondere Rolle, z. B. bei der Zusammenfassung von Ob-
jekten (Mengenlehre), beim Aufldsen von Gleichungen (Algebra), bei
der Untersuchung von Funktionen (Analysis) oder beim Rechnen mit
Wabhrscheinlichkeiten (Stochastik).

Wie der Name schon sagt, werden in dieser Denklehre Aussagen for-
muliert, die logisch Uberprift und entweder verifiziert oder falsifiziert
werden kdnnen. Eine Aussage A ist die Beschreibung eines Sachver-
halts, dessen Wahrheitsgehalt eindeutig bestimmbar ist. A kann wahr
(w) oder falsch (f) sein. Der Sachverhalt wird meist verbal in Form ei-
nes Satzes beschrieben, kann aber auch rein mathematisch durch
Gleichungen oder Ungleichungen angegeben werden. Eine Aussage
kann nicht gleichzeitig wahr oder falsch sein. Keine Aussagen im Sin-
ne der Definition sind Ausdriicke, deren Wahrheitsgehalt nicht eindeu-
tig feststellbar ist, oder Fragen. Eine Aussage, deren Wahrheitsgehalt
(noch) nicht bekannt ist, heil3t Vermutung.

Beispiel
Es werden die Aussagen A, B, C, D betrachtet.

A: Fixkosten entstehen unabhangig von der Ausbringungsmenge. (w)

B: Die Normalverteilung ist eine diskrete Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung. (f)

C:1+1=2(w)

D: 3<2(f)

A und B sind verbale, C und D mathematische Aussagen. Haufig wer-
den mathematische Aussagen durch die Verwendung von Variablen
allgemeingultiger formuliert (vgl. Wolik, 2015, S. 1). Eine Variable ist
ein Platzhalter in einem logischen oder mathematischen Ausdruck.
Friher dienten Worter oder Symbole als Variablen, heute verwendet
man hierflr in der Regel Buchstaben — insbesondere die Grof3- und
Kleinbuchstaben am Ende des Alphabets (..., x, y, z). Dagegen stehen
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die Buchstaben am Anfang des Alphabets (a, b, ¢, ...) meist fur belie-
bige Zahlen und diejenigen in der Mitte (..., i, j, k, ...) werden Ublicher-
weise als naturliche Zahlen zum Abzahlen und in Indizes verwendet.
Eine Aussageform ist ein Sachverhalt, der mindestens eine Variable
enthalt und durch Einsetzen geeigneter Begriffe anstelle des Platzhal-
ters zu einer Aussage fuhrt.

Beispiel

Der Ausdruck ,n < 10“ fihrt erst durch das Besetzen der Variable n mit
konkreten Zahlenwerten zu einer Aussage. Dabei interessieren vor
allem die Werte, die diesen Ausdruck zu einer wahren Aussage ma-
chen, beispielsweise die Zahl 5.

Jede Aussage A lasst sich durch das Wort ,nicht* verneinen, wodurch  Negation
ihr Wahrheitswert umgekehrt wird. Eine verneinte Aussage heif3t Ne-

gation. Die Schreibweise fir eine Negation lautet —A (lies: nicht A).

Statt —A wird in der Mengenlehre auch die Schreibweise A (Komple-

ment zu A) verwendet.

Mit einer Wahrheitstafel wird festgelegt, in welcher Weise die Wahr-  Wahrheitstafel
heitswerte von logischen Aussagen bestimmt sind. Die Wahrheitstafel
der Negation sieht wie folgt aus:

A w f
—A f w

Die Negation einer Aussage ist also immer dann wahr, wenn die Aus-
sage falsch ist, und immer dann falsch, wenn die Aussage wahr ist.

Beispiel

Es werden die Aussagen A, B, C, D aus dem obigen Beispiel betrachtet.
—A: Fixkosten entstehen abhangig von der Ausbringungsmenge. (f)

—B: Die Normalverteilung ist keine diskrete Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung. (w)

-C:1+1#2(f)
-D:3>2 (w)

Die doppelte Negation einer Aussage fuhrt wieder zur urspringlichen
Aussage.

15
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Aussagen-
verbindung

Konjunktion
(Und-Verbindung)

Disjunktion
(Oder-Verbindung)

16

1.1.2 Verkniipfung von Aussagen

Durch eine Verknlipfung von mehreren Teilaussagen entstehen neue
Aussagen, die mit Bindewdrtern wie ,und, ,oder*, ,genau dann, wenn*“
usw. zusammengesetzt sind. Diese sogenannten Aussagenverbin-
dungen lassen sich wiederum auf ihren Wahrheitsgehalt Gberprifen.
Man unterscheidet die Verkniipfungen Konjunktion, Disjunktion, Impli-
kation und Aquivalenz, die im Folgenden fiir zwei Aussagen A, B dar-
gestellt werden.

Eine Und-Aussagenverbindung heif3t Konjunktion. Die Schreibweise
fur eine Konjunktion lautet A A B (lies: A und B). Die Konjunktion zwei-
er Aussagen A, Bist streng, d. h. A A Biist nur dann wahr, wenn beide
Aussagen wahr sind. Andernfalls ist A A B falsch, wie die Wahrheitsta-
fel zeigt.

A w w f f
B w f w f
AAB w f f f

Beispiel

A: Produkt 1 ist defekt.
B: Produkt 2 ist defekt.
A A B: Beide Produkte sind defekt.

Die Aussagen A und B kodnnen jeweils wahr oder falsch sein. Sind
beide Aussagen wabhr, ist auch die Konjunktion wahr und beide Pro-
dukte sind defekt. Ist mindestens eine der beiden Aussagen falsch,
sind nicht beide Produkte defekt und A A B muss falsch sein.

Eine Oder-Aussagenverbindung heillt Disjunktion. Die Schreibweise
fur eine Disjunktion lautet A v B (lies: A oder B). Die Disjunktion zwei-
er Aussagen A, B ist nur dann falsch, wenn beide Aussagen falsch
sind. Andernfalls ist A v B wahr, wie die Wahrheitstafel der Disjunktion
zeigt.

A w w f f
B w f w f
Av B w w w f




1. Logik und Mengenlehre

Beispiel

A: Produkt 1 ist defekt.
B: Produkt 2 ist defekt.
A v B: Mindestens ein Produkt ist defekt.

Angenommen, mindestens eine der beiden Aussagen A, B ist wahr,
dann ist auch A v B wahr. Sind beide Produkte funktionstichtig, ist
nicht mindestens ein Produkt defekt, und die Disjunktion ist falsch.

Die logische Oder-Verbindung wird auch als nicht-ausschlieRende Dis-
junktion bzw. Adjunktion bezeichnet. Sie unterscheidet sich damit von
der umgangssprachlichen Bedeutung, die haufig ausschlieRenden
Charakter hat. Wenn Sie beispielsweise eine Urlaubsreise machen
wollen, ist Ihre Wahl des Verkehrsmittels ausschlieRend gemeint: Ent-
weder ich nehme das Auto oder die Bahn. Das adjunktive ,Oder”
schlie3t dagegen das ,,Und® ein: Entweder ich fahre mit dem Auto oder
mit der Bahn oder nutze eine Kombination aus beiden Verkehrsmitteln.

Eine Wenn-Dann-Aussagenverbindung heift Implikation. Die Schreib-
weise fur eine Implikation lautet A = B (lies: wenn A, dann B). Fir eine
Implikation A = B sagt man auch (vgl. Arrenberg et al., 2021, S. 37):

> aus A folgt B,

> A impliziert B,

= A ist hinreichend fiir B oder
> B ist notwendig fir A.

Die Aussage ,,B ist notwendig fur A“ bedeutet, dass aus A der Schluss
B folgt. Gilt beispielsweise die Aussage A ,Es regnet.”, dann ist not-
wendigerweise auch die Aussage B ,Die Erde wird nass.” richtig. Die
Aussage A heillt dabei Pramisse (Voraussetzung) und die Aussage B
Konklusion (Schlussfolgerung). Die Implikation zweier Aussagen A,
B ist nur dann falsch, wenn A wahr und B falsch ist. In allen anderen
Fallen ist A = B wahr. Die Implikation A = B ist also immer dann wahr,
wenn der Fall ,A wahr und B falsch® nicht auftreten kann, wie die Wahr-
heitstafel der Implikation zeigt.

A w w f f
B w f w f
A=B w f w w

Adjunktion

Implikation

Pramisse,
Konklusion

17
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Verstandnis-
probleme

Aquivalenz

Beispiel

A: Ich bin Uber 18 Jahre alt.
B: Ich bin volljahrig.

A = B: Wenn ich Uber 18 Jahre alt bin, dann bin ich volljahrig. Falls
man noch nicht 18 Jahre alt ist, ist man nach deutschem Recht nicht
volljahrig, sodass der Fall ,A wahr und B falsch® hier gar nicht auftreten
kann.

Mitunter bereitet die Implikation Verstéandnisprobleme, falls A falsch ist.
Man kann namlich aus einer falschen Aussage alles Mdgliche folgern.
Folgendes Beispiel zeigt, dass A = B auch wahr sein kann, wenn A
falsch und B wahr ist (vgl. Arrenberg et al., 2021, S. 36 f.).

Beispiel

A: Die naturliche Zahl n lasst sich ohne Rest durch 4 teilen.
B: Die natlrliche Zahl n lasst sich ohne Rest durch 2 teilen.

A = B: Wenn n ohne Rest durch 4 teilbar ist, dann lasst sich n auch
ohne Rest durch 2 teilen.

n 4,8,12,... 2,6,10,... 1,3,5, ...

A w f f

B w w f
A=B w w w

Da es keine natlrliche Zahl gibt, die zwar durch 4, aber nicht durch 2
teilbar ist, existiert der Fall ,A wahr und B falsch” nicht. Die Implikation
A = B ist immer wahr, auch wenn A falsch ist.

Eine wechselseitige Implikation heit Aquivalenz. Die Schreibweise
fur eine Aquivalenz lautet A < B (lies: A gleichwertig B). Die Aquiva-
lenz ist erfllt, wenn beide Aussagen identische Wahrheitswerte ha-
ben, also entweder A und B wahr oder beide falsch sind. Andernfalls
ist A < B falsch. Bei Aquivalenz ist B nicht nur notwendige, sondern
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auch hinreichende Bedingung flir A, und die Implikation gilt in beide
Richtungen.

A w w f f
B w f w f
A< B w f f w

Beispiel

Der Deckungsbeitrag zur Begleichung der Fixkosten eines Unterneh-
mens ist die Differenz zwischen den erzielten Umsatzerlésen und den
variablen Kosten.

A: Der Deckungsbeitrag ist positiv.
B: Die Umsatzerlose sind grofder als die variablen Kosten.

Die Aquivalenz A < B ist wahr, weil entweder beide Aussagen wahr
oder beide Aussagen falsch sind.

Die nachfolgende Tabelle zeigt mégliche Aussagenverbindungen und
deren Wahrheitsgehalt im Uberblick.

Aussagenverbindung A w w f f

B w f w f
Konjunktion A und B AAB w f f f
Disjunktion A oder B AvB w w w f
Implikation wenn A, dann B A=B w f w w
Aquivalenz A gleichwertig B AsB w f f w

1.2 Mengenlehre

1.2.1 Mengenbeziehungen

Die Mengenlehre ist ein Teilgebiet der Mathematik, das von dem deut-
schen Mathematiker Georg Cantor (1845 - 1918) begriindet wurde und
sich mit der Zusammenfassung von Objekten beschaftigt. Da sich die
meisten mathematischen Objekte, die in der Algebra, Analysis oder
Stochastik behandelt werden, als Mengen definieren lassen, hat die
Mengenlehre auch in der Wirtschaftsmathematik eine grundlegende
Bedeutung. Cantor definierte den Mengenbegriff wie folgt (vgl. Merz/
Wiithrich, 2013, S. 32):

Aussageverbindun-
gen im Uberblick

Mengenbegriff
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Elemente

Arten von Mengen

20

Mengenangabe

Eine Menge M ist eine Zusammenfassung von bestimmten, wohlun-
terscheidbaren Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens
zu einem Ganzen.

Die Objekte der Menge heiRen Elemente, und man schreibt a € M,
falls a ein Element der Menge Mist und a ¢ M, falls a kein Element der
Menge M ist. Aus dieser Definition folgt unmittelbar, dass ein und das-
selbe Objekt nicht zweimal in derselben Menge vorkommen kann und
eindeutig feststeht, ob ein Objekt zur Menge gehdrt oder nicht. Die
Mengendefinition ist sehr allgemein gehalten und beschrankt sich nicht
auf die Zusammenfassung von Dingen, sondern erlaubt auch die Bil-
dung von Mengen abstrakter Konstrukte wie beispielsweise Zahlen.
Bei der Zusammenfassung der Elemente kommt es nicht auf die Rei-
henfolge an, wohl aber auf deren Unterscheidbarkeit. Es ergibt keinen
Sinn, identische Objekte zu einer Menge zusammenzufassen.

Die Machtigkeit gibt die Anzahl der Elemente einer Menge an und wird
mit |M| = m bezeichnet. Endliche Mengen bestehen aus einer be-
grenzten Anzahl Objekten, was bei unendlichen Mengen nicht der
Fall ist. So ist die Menge der natiirlichen Zahlen N eine unendliche
Menge, da sie nach oben nicht begrenzt ist. Zur Beschreibung einer
Menge werden geschweifte Mengenklammern genutzt. Fir eine leere
Menge, die kein Element enthalt, wird das Zeichen @ oder einfach { }
geschrieben. Haufig wird bei einer Anwendung der Mengenlehre auf
eine konkrete Fragestellung eine Grundmenge angegeben, die defi-
nitionsgemaf alle in der Problemstellung vorkommenden Mengen ent-
halt und mit dem griechischen Grof3buchstaben Q bezeichnet wird.

Eine Menge kann auf zwei Arten angegeben werden (vgl. Walter, 2013,
S. 11):

> Aufzahlende Mengenangabe: Samtliche Elemente der Menge wer-
den aufgezahlt. Dazu schreibt man alle Elemente, durch Kommata
getrennt, auf und schlielt sie in geschweifte Klammern ein. Die Men-
ge aller Vokalbuchstaben der deutschen Sprache wird z. B. mit
M:={a, &, e, i, 0, 06, u, U, y} beschrieben. Das Symbol := bedeutet
.ist definiert als®. Links neben der Definitionsgleichung steht die Be-
zeichnung fir das, was rechts davon aufgezahlt oder beschrieben
ist. Eine Aufzahlung bietet sich vor allem bei endlichen Mengen an.
Unendliche Mengen kénnen zwar auch aufzahlend angegeben wer-
den, indem man weitere Elemente durch drei Punkte andeutet. Dann
muss aber klar sein, wie die weiteren Elemente der Menge heilen.
So kann die Menge aller positiven Quadratzahlen mit {1, 4, 9, 16, ...}
notiert werden.

> Beschreibende Mengenangabe: Die Menge wird durch eine Eigen-
schaft beschrieben, die nur die Elemente dieser Menge haben sol-
len. Ist M eine derart beschriebene Menge, schreibt man kurz
M := {x | x hat die Eigenschaft E}. In der Klammer steht links der
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Senkrechten eine allgemein geforderte Eigenschaft, rechts davon
eine Spezifizierung. Die mdglichen Augenzahlen eines Warfels sind
beispielsweise durch M := {x € N | x < 6} beschrieben. Die Augen-
zahl soll ein Element der natlrlichen Zahlen und kleiner oder gleich
Sechs sein.

Mengen kdnnen gleich oder verschieden sein. Zwei Mengen A, B sind
in einem gegebenen Grundbereich gleich, kurz A = B, wenn jedes
Element der Menge A auch Element der Menge B ist und umgekehrt.
Die Schreibweise fiir zwei nicht gleiche Mengen A, B lautet A = B.

Beispiel

Q = Augenzahl eines Wirfels, A := {1, 3, 5}, B := ungerade Augen-
zahl, C == {1, 6}

A=B,A-C B=C

Ein Vergleich zweier Mengen kann auch ergeben, dass eine dieser
Mengen eine Untermenge der anderen ist. A ist eine Teilmenge von
B, wenn jedes Element von A auch Element von Biist, kurz A € B (lies:
A ist Teilmenge von B). Dann ist gleichzeitig B eine Obermenge von
A, kurz B 2 A (lies: B ist Obermenge von A). In dieser Definition ist
auch der Fall A = B eingeschlossen. Wenn B Elemente einschlief3t, die
nicht in A enthalten sind, so ist A eine echte Teilmenge von B. Dann
schreibt man kurz A c B bzw. B 5 A.

Die Menge aller Teilmengen einer Menge M heilt Potenzmenge und
wird mit P(M) bezeichnet. Fir eine endliche Menge mit der Machtig-
keit | M| = m gilt:

|P(M)| =27 (1.1)
Beispiel
A= {1,3,5}

P(A)=1{0, {1}, {3}, {5}, {1, 3}, {1, 5}, {3, 5}, A}

|PA)| =2°=8

Gleichheit
von Mengen

Teilmenge,
Obermenge

Potenzmenge
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Komplementar-
menge

Vereinigungsmenge

22

Schnittmenge

Differenzmenge

Symmetrische
Differenz

Venn-Diagramm
Qv

1.2.2 Mengenoperationen

Mengenoperationen verknipfen Mengen zu neuen Mengen mit be-
stimmten Eigenschaften. Das Ergebnis einer Mengenoperation ist die
logische Verknlipfung der Elemente der Ausgangsmengen. Im Folgen-
den werden die Operationen Komplement, Vereinigung, Durchschnitt
und Differenz betrachtet.

Gegeben seien eine Grundmenge Q und eine Teilmenge A von Q mit
A < Q. Die Menge aller Elemente, die in Q, aber nicht in A enthalten
sind, heilRt Komplementarmenge von A beziglich Q und wird mit —=A
bezeichnet (lies: nicht A). Das Komplement —A ist das Ergebnis der
logischen Negation der Mengenelemente von A. Es wird auch mit dem
Symbol A bezeichnet. Man beachte, dass das Komplement einer Men-
ge entscheidend von der Grundmenge Q abhangt. Deshalb wird auch

A° geschrieben.

Die Vereinigung zweier Mengen A und B ist die Menge aller Elemen-
te, die mindestens einer der beiden Mengen A oder B angehdren. Man
schreibt kurz: A U B (lies: A oder B); A U B ist das Ergebnis der logi-
schen Adjunktion der Mengenelemente von A und B.

Der Durchschnitt zweier Mengen A und B, kurz A n B (lies: A und B),
ist die Menge aller Elemente, die sowohl A als auch B angehéren. An B
ist das Ergebnis der logischen Konjunktion der Mengenelemente von A
und B. Gilt A n B = @, ist die Schnittmenge leer. Dann heilen die Men-
gen A und B disjunkt (fremd zueinander).

Die Differenz zweier Mengen A und B, kurz A \ B (lies: A ohne B), ist
die Menge aller Elemente von A, die nicht zu B gehdren. A \ B ist das
Komplement von B in Bezug auf A, kurz —=B”. Sie ist nicht kommutativ,
d. h. im Allgemeinen gilt A\ B # B\ A. Wenn A c B, dann gilt
B\ A=-A"

Die symmetrische Differenz zweier Mengen A und B, kurz A A B (lies:
A symmetrisch zu B), ist die Menge aller Elemente, die in genau einer
der Mengen A und B enthalten sind.

Zur Veranschaulichung werden Mengen und deren Beziehungen zu-
einander haufig in einem Venn-Diagramm dargestellt (vgl. Abbil-
dung 1-1). In dieser nach John Venn (1834 - 1923) benannten Graphik
werden die Elemente in Kreisen oder Ellipsen einzeln aufgeschrieben,
sodass alle moglichen Beziehungen der vertretenen Mengen abgebil-
det sind. Die Kreise oder Ellipsen befinden sich in einem Rechteck,
das sinnbildlich fir den Raum aller Mengen Q steht. Venn-Diagramme
werden allerdings mit zunehmender Anzahl Mengen oder Elemente
rasch unlbersichtlich, sodass sie Ublicherweise flr die Darstellung von
hdchstens drei Mengen verwendet werden.
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Echte Teilmenge Komplementarmenge
Q ADB
A
Vereinigungsmenge Schnittmenge
Q Q
AuUB

AnB
(D

Differenzmenge Symmetrische Differenzmenge

Q Q

A\ B AAB

Abb. 1-1: Mengenbeziehungen im Venn-Diagramm
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Beispiel

Q = Augenzahl eines Wiirfels, A := {1, 2, 3}, B :=ungerade Augenzahl,
C:={1}

A>C —A:= (4,5, 6}

AUB={1,23,5) AnB={1,3}

A\ B={2} AAB={2, 5)

Abb. 1-2: Beispiele fir Mengenbeziehungen
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A, B, C seien beliebige Mengen. Dann gelten nachfolgende Rechen-
regeln fir Mengenoperationen:

AUA=A
Idempotenzgesetz
AnA=A
. AuB=BUA
Kommutativgesetz
AnB=BnA

(AuB)uC=Au(BuC)
AnB)ynC=An(BnC)
AuBNC)=(AuB)Nn(AuUC)
AnNnBUC)=(AnB)U(ANn C)
—“(AuB)=-An =B
-(AnB)=-AuU B

Assoziativgesetz

Distributivgesetz

Regeln von De Morgan

Die Mengenoperationen sollen abschlieend an einem praktischen
Beispiel mit drei Mengen erldutert werden.

Beispiel

Eine Umfrage unter den 120 Teilnehmern einer internationalen Konfe-
renz, welche der Sprachen Deutsch, Franzdsisch bzw. Englisch sie
flielRend beherrschen, ergab folgende Antworten:

» 60 Teilnehmer sprechen Deutsch

> 40 Teilnehmer sprechen Franzosisch

> 90 Teilnehmer sprechen Englisch

> 10 Teilnehmer sprechen alle drei Sprachen

> 30 Teilnehmer sprechen Franzdsisch und Englisch
> 15 Teilnehmer sprechen Deutsch und Franzdsisch
> 15 Teilnehmer sprechen nur Deutsch.

Der Veranstalter mdchte fur die Organisation der Konferenz wissen, wie
viele Teilnehmer nur Englisch bzw. keine der drei Sprachen sprechen.

Rechenregeln fir
Mengenoperationen
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Abbildung 1-3 stellt die Situation im Venn-Diagramm dar:

Q

Abb. 1-3: Venn-Diagramm disjunkter Mengen A bis K

Dabei bezeichnet:

Q := Grundmenge der 120 Konferenzteilnehmer
D := {w € Q| w spricht Deutsch}

E = {w € Q| w spricht Englisch}

F = {w e Q| w spricht Franzdsisch}

Die disjunkten Teilmengen seien A, B, C, G, H, I, J. Die Machtigkeit der
Mengen sei mit entsprechenden Kleinbuchstaben bezeichnet. Die Um-
frageergebnisse ergeben folgende Zahlenwerte:

|D|:a+g+h+i:60
|Fl=b+g+h+j=40
|E|=c+g+i+j=90

|Gl=g=10

|FNE| = g+j=30
|IDNF|=g+h=15

|A|=a=15
|Q|:a+b+c+g+h+i+j+k:120



