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Aus dem Vorwort zur dritten Auflage

Die vorliegende Aufgabensammlung in der dritten, ergéinzten und vollstindig tiberarbeiteten
Auflage ist aus Ubungs- und Klausuraufgaben entstanden, die an der RWTH Aachen und der
Carl von Ossietzky Universitdt Oldenburg zu den einfithrenden Mathematikvorlesungen fiir
Studierende der Wirtschaftswissenschaften gestellt wurden.

Zur thematischen Gliederung sind die Aufgaben in achtzehn Kapitel eingeteilt, die aus Griin-
den der Ubersichtlichkeit jeweils die zugehdrigen Losungen enthalten. Diese sind — im Ver-
gleich zur bestehenden Literatur — durchgehend sehr ausfiihrlich dargestellt mit den Zielen,
Wiinschen und Anregungen der Studierenden nachzukommen, auf bekannte Schwierigkeiten
der Studienanfinger/innen einzugehen, den Vorlesungsstoff einzuiiben und zu vertiefen sowie
auch das isolierte Nachvollziehen von Losungen zu ermdoglichen. Dies wird in vielen Aufgaben
durch die Vorstellung alternativer Losungswege erleichtert.

Wir haben moglichst keine Aufgaben verwendet, die in derselben oder in dhnlicher Form in
Lehrbiichern oder Aufgabensammlungen zur Wirtschaftsmathematik zu finden sind. Die Auf-
nahme einiger Standardaufgaben ist jedoch unerlisslich, und Einfliisse auf die Formulierung
unserer Aufgaben sind nicht auszuschlieen.

Die Losungen sind meist selbsterklidrend gestaltet, so dass zum Verstidndnis weder eine spezi-
elle Vorlesung noch ein bestimmtes Lehrbuch zugrunde gelegt werden muss. Damit ist dieses
Arbeitsbuch unter Zuhilfenahme eines géngigen Lehrbuchs zur Wirtschaftsmathematik zum
Selbststudium und als Klausurtraining sehr geeignet.

Vorwort zur vierten Auflage

Die dritte Auflage der Aufgabensammlung zur Wirtschaftsmathematik wurde griindlich durch-
gesehen, iiberarbeitet und in einigen Kapiteln um Aufgaben und Graphiken erweitert, wobei
alle bisherigen Aufgaben und deren Nummerierung beibehalten wurden.

Das Buch richtet sich insbesondere an Studierende wirtschaftswissenschaftlicher Bachelor-
Studienginge, aber auch grundsétzlich an Studienanfangerinnen und Studienanfinger, die schul-
mathematische Kenntnisse auffrischen mochten.

Als ein Angebot zum Nachschlagen der theoretischen Grundlagen wird jeweils zu Beginn der
Kapitel auf Abschnitte im folgenden Lehrbuch verwiesen:

U. Kamps, E. Cramer, H. Oltmanns (2009) Wirtschaftsmathematik,
Einfiihrendes Lehr- und Arbeitsbuch. Oldenbourg Verlag, Miinchen.



VI Vorwort

Liebe Leserin, lieber Leser, Thre Kritik und Thre Anregungen sind uns wichtig: Teilen Sie uns
diese bitte mit (Institut fiir Statistik und Wirtschaftsmathematik, RWTH Aachen). Wir wiin-
schen Thnen ein angenehmes und nutzbringendes Lernen und Arbeiten.

Aachen, Frankfurt, Kéln im November 2011 Stefan Clermont, Erhard Cramer,
Birgit Jochems, Udo Kamps
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1 Summen- und Produktsymbol

Literaturhinweis: KCO, Kapitel 1, S. 41-44

Aufgaben

Aufgabe 1.1:

Fiir reelle Zahlen a4,...,a, werden das Symbol Zai als Abkiirzung fiir die Summe

i=1
aj + - -+ + a, und das Symbol H a; als Abkiirzung fiir das Produkt a; - ... - a,, verwendet.
i=1
a) Begriinden Sie die Giiltigkeit der folgenden Rechenregeln (fiir Zahlen aq,...,an,,

bi,...,bp,c €R):

i)zn:al—i—b Zal—&-Zbl, Zal—&—c):nc—i—i:ai, zn:cai:ci:ai,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

n

ii) H(ai b)) = <H ai> <Hb> H c-a;) = C"Hai.

b) Die folgenden Aussagen gelten im Allgemeinen nicht. Geben Sie Gegenbeispiele an:
> Yo = (L) ()
i=1 i=1 i=1
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Aufgabe 1.2:

Stellen Sie die folgenden Summen mit Hilfe des Summenzeichens dar:

a) 4+8+12+16+20 b) 2+4+6+8+10+12
2 4 8 16
6+9+12+15+18+21 d —4+-+-+—
) 64+9+12+15+18+ )3+5+7+9
e) 1+2+§+§+§+6 f) 5+9+13+17+21+25+29
2 3 4 5 6 7
g —-8+10—12+14—-16 h) 1+22+3%+4%+5°

Aufgabe 1.3:

Schreiben Sie folgende Summen unter Verwendung des Summenzeichens:
a) 254 20c+ 15¢% 4+ 10c® + 5¢*, c € R
b) 16 +8a + 4a® +2a® +a*, a € R

¢) (n1 +mn2)* 4+ (ng +n4)* + ...+ (nm + Nma1)®, m € Nungerade, k € R, n; € R
(i=1,....m+1)

d) ajy +...+ad, a; ER(i=1,...,5)

e) 70,52+CL627CL72+(182*a92:|:...mitai2GR(i:5,6,...)

Aufgabe 1.4:
Berechnen Sie fiir die Zahlen 1, ..., z¢ und y1, ..., ys aus der Tabelle
i 1 2 3 4 5 6
T; 1 6
Yi 2
die Ausdriicke

6 6 6
a) Y b D (i +ui) o) Y iy
i i=1

i=1 i=1

o () (5] o0 T 0 (S0 (Su)

i=1 i=1 i=1
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Aufgabe 1.5:
Schreiben Sie die folgenden Produkte unter Verwendung des Produktzeichens:
ay 1-3-5-7-9-11 b) 5-8-11-14-17-20
2 2 2 2 2 2
c) 4.-7-12-19-28 d - --=-z--- =

3 6 9 12 15

© 27510 17 %6
Aufgabe 1.6:
Berechnen Sie fiir die Zahlen x4, ..., xg und y1, ..., ys aus der Tabelle
i 1 2 3 4 5 6
T; 2 07 3 3 4
Yi 1 41 6 1 8
die Produkte:

4 6 4
o [[v » [[on o H(H o+ >)
=1 =1 =0

Aufgabe 1.7:

Berechnen Sie die Produkte:

5 5 5 5 5
a [[@+3) b J[6-3 o <Hz) [IE d) H(i%g)

i=1 =1 i=1

Bemerkung: Die nichsten drei Aufgaben behandeln (im Vorgriff) statistische Fragestellun-
gen.

Aufgabe 1.8:

Seienn € Nund x4, . .., x, reelle Zahlen. Dann heiflen

n

Iy 1
— Z ; das arithmetische Mittel und s = — Z(xl — 7)? die empirische Varianz
n

i=1

3

der Zahlen x4, ..., z,.
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a) Zeigen Sie:
i) Fira,b € Rundy; = a + bx;,1 < i < n, gelten

n

Zyi:a—i—bf und sf/:

i=1 i=1

n

1
n

2

. ) 1 n ) 1 n

i) s; = £Zml - Ezgc, .
i=1 i=1

b) Die Bearbeitungszeiten eines Zulieferers (jeweils Zeit zwischen Auftragseingang und
Lieferung) werden bei den letzten 15 Bestellungen notiert (in Tagen):

Y= (yi —9)° = b*s2.

SN

5,35,75,6,5,9,85,45,4,75,7,6,45,5, 7.

Bestimmen Sie das arithmetische Mittel und die empirische Varianz dieser Daten.

Aufgabe 1.9:

Die mit dem Verkauf von Werkzeugmaschinen verbundenen Nebenkosten sollen analysiert wer-
den. Dazu werden fiir zehn Geschéftsabschliisse dem jeweiligen Lieferumfang (in Mio. €) die
zugehorigen Nebenkosten y; (in Tsd. €) gegeniibergestellt (1 < ¢ < 10) :

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

x 2,1 23 16 1,0 32 15 27 24 1,8 14
vi 53 6,1 42 32 78 38 73 49 40 34

Bestimmen Sie
a) das arithmetische Mittel = und die empirische Varianz sf der Daten x4, ..., 1.
b) das arithmetische Mittel 3 und die empirische Varianz 5?24 der Daten 1, . .., y10.

¢) (als ein Mab fiir den linearen Zusammenhang der betrachteten Groflen den sogenannten
Korrelationskoeffizienten)
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Aufgabe 1.10:
Die Warenhausketten A und B betreiben in zehn verschiedenen Stédten je eine Filiale. Die
Umsitze x1, . . ., x10 der Filialen von A betrugen im Jahr 2000 (in Mio. €)

5,8,11,7,4,2,15,6,10,2.

Als Umsitze y1, . ..,y10 (in Mio. €) der Filialen von B wurden im Jahr 2000 in denselben
zehn Stadten ausgewiesen:
2,3,7,5,3,3,10,7,9,1.

a) Ermitteln Sie die Mittelwerte =, y der Umsitze x1, ..., x10 bzw. y1, . . ., y10 der Waren-
hausketten A und B in den zehn Stédten sowie die zugehorigen empirischen Varianzen

2 2

sy und s;.

b) Bestimmen Sie (als MaB fiir den linearen Zusammenhang der entsprechenden Umsitze
die sogenannte empirische Kovarianz)

Sry = 0 > (@i =Ty — 7)
und (den Korrelationskoeffizienten)

Tg;y -

fiir die Jahresumsitze x1, ..., x10 und y1, . .., Y10-
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Lésungen

Lésung zu Aufgabe 1.1:
a) 1) Aufgrund des Kommutativgesetzes und des Assoziativgesetzes der Addition gilt:

n

> (ai+bi) = (a1 +b1) + ..+ (an +bn)

i=1
:a1+b1+...+an+bn
:a1++an+bl++bn
=(a1+...+an)+ b1 +...+bn)
TS 3%
i=1 i=1
Mit der Setzung by = ... = b,, = cist

n n
Zbi:Zc:c—&—...—&—c:n-c.
i=1 i=1 ¥

n—mal

Das Distributivgesetz der Addition liefert:

n n
ani:calJr...Jrcan:c(a1+...+an):02ai.
i=1

i=1

ii) Aufgrund des Kommutativgesetzes und des Assoziativgesetzes der Multiplikation

gilt:
H(az bi) = (a1 bl) (an bn)
i=1
aj bl * Qn bn
=ai ap, * bl bn
= ((11 an) (bl bn) = (H ai) (H bz)
i=1 i=1
Mit der Setzung by = ... = b,, = cist
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b) i) Gegenbeispiel:n =2,a1 =1, axc =2, by =1,by = 3:

Z(ai.bi):1.1+2.3:77&12—( +2)-(1+3) (Zal> <Z z)

i=1

ii) Gegenbeispiel: n =2,a1 =1,a2 =2,b1 =1, by = 2:

H(ai+bi) =(1+1)-(2+2)=8#4=(1-2)+(1-2) = (H‘“) + (Hbi

i=1

Lésung zu Aufgabe 1.2:

5 6 7 4 ;
. . 2
a) ;41 b) ;21 c) ;32 d) ;22'—&—1
o . 7 s 5
e Y. — D dMi+1)  » > (-1F'2 hy i
=1 =1 1=4 =1
Lésung zu Aufgabe 1.3
4 . 4 o
a) Y (5—i)-5c by Y 2'7a' =2"a"+ 2% +2%7 +2'a® + 20 o
=0 =
(m+1)/2 5 . 00 ‘
c) Z (noi—1 +n2)F ) Z a;; e) Z(*l)laiz
=1 =1 1=5

Lésung zu Aufgabe 1.4:

a) 14 b) 40 c) 53 d) 14 - 26 = 364

6
e)Znyl Za:lyl—le ='53—14=39

ﬂ(é%ﬂ)(ﬁ -1)=(éxi+6>-@w-6>

— (14 + 6)(26 — 6) = 20 - 20 = 400
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Lésung zu Aufgabe 1.5:

6
a) H(Qi—l) b) H(3z’—1) c) H(i2+3)
26 z§2 3Z 1=1
ol (- H> o O

Lésung zu Aufgabe 1.6:
a) 1-4-1-6=24
b) (2-1)-(0-4)-(7-1)-(3-6)-(3-1)-(4-8)=0

4 4

o [Jl2-141)-(0-4+1)-(T-14+1)] = J] 24 =24° = 7962624

j=0 =0

Lésung zu Aufgabe 1.7:

5
a) [J(6+3)=4-5-6-7-8=6720

i=1

b) [JG-3)=(-2)-(-1)-0-1-2=0

() () -() -or-v

Lésung zu Aufgabe 1.8:

n

. 3 1 1 n
a D y=— yz:nZawbez = Za+b sz—a+bl‘
i=1 i=1
1 n 1 n
2 _ 2 2(
S5y = (yi — 9) —EZ( a+ br; —a — bT)? Zb

i=1

o
Il
_

b?s2.
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n

1 & 1
i) 2 —Z(mi—f)QZ—Z(mg—Qmif—i—EQ)
n‘ n

i=1

n n

—Zx —2z— Za:—i— Zx — 272 —&—52:%2333—%2

i=1 i=1

b) Mitzy =5, x5 = 3,5,...,x15 = 7 erhdlt man:

90 .
71529327 (5+35+. 7)—E—6 sowie
15
1 1 39,5 =
2= i —6)2 = —((—1)2+(=2,5)2 +... + 12 =2
5 15;(% 6)* = Tp((=1)7 + (=2,5)" + ... +1%) = 7= = 2,63
oder unter Verwendung von a) ii):
15
1 5795 =
2 _ 72 = _
l_,_52 T8 36 =2,63.
Lésung zu Aufgabe 1.9:
10 10
_ 1 20 s 1 2 —o _
a) x_l—O;xi_E_Q, sx_ﬁgmi—m =44-4=04
10
1 50 1 273,32
b_:— l:_:5 2:— _2 —, —25:2332
)y 10;‘” - og 10 ’
TR
c) E;(Iifz)(yify) =...=0917
Damit hat die Korrelation den Wert r,,, = 0,917 ~ 0,949
o = o yzas -

Lésung zu Aufgabe 1.10:
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10

1
b) %, = 15> (@i =)y —5) =
i=1
2 9.8
V15,4-/8,6

_ o Smy
N e
NG

98

=98
0
~ 0,852



2 Vollistandige Induktion

Literaturhinweis: KCO, Kapitel 1, S. 45-48

Aufgaben

Aufgabe 2.1:

Zeigen Sie mittels vollstidndiger Induktion tiber n € N:

a) VnEN:Zi:@
i=1

nn+1)2n+1)

b) VnEN:ZiQ:
=1

6
= n%(n+1)>2
4 N: =
c) Vn € ; ) 1
d) VneN: a1t =12 fiir ein beliebiges a € R, a # 1 (geometrische Reihe)
a—1 g

=1

Aufgabe 2.2:

Leiten Sie mit Hilfe von Aufgabe 2.1 geschlossene Ausdriicke fiir die folgenden Summen her,
und beweisen Sie die so erhaltenen Formeln (zusitzlich) durch vollstindige Induktion iiber
n €N

a) i(m -1) b) i(m —1)?
=1 =1
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Aufgabe 2.3:

Zeigen Sie mittels vollstindiger Induktion:

n 1 n
a) VnEN.;mi_n_Fl
b) VneN~zn: 1 _n
.1:1 (20 —1)(2i+1) 2n+1
c) VneN: 2(71)’—11‘2 — (71)71—1@

O VneN:Y i-il=mn+1)!-1
i=1

Aufgabe 2.4:

Zeigen Sie die Giiltigkeit von

-1
2) (k ﬁ 1) + (Z) = ( L > firalle k, n € Nmit 1 < k < n durch direkte Rechnung,

n
. (n n! n
wobei k m, (0> :l,ke{(),...,n},nENo.

b) (z+y)" = Z (Z) 2" Fyk fiir alle z, y € R und fiir alle n € N mittels vollstindiger

k=0
Induktion (Binomische Formel).

- n
¢) VneN: =2,
e (i)

Aufgabe 2.5:

Beweisen Sie durch vollstindige Induktion:
a) Firalle n > 4 gilt: 27! > n + 1.

b) Firallen € Nund z > —1 gilt: (1 + 2)™ > 1 4 nz (Bernoullische Ungleichung).
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Aufgabe 2.6:
Zeigen Sie durch vollstdndige Induktion iiber n € N:

a) VneN: (1 —:1:2)-1_[(14—:1:?) =1-22"" firz eR.
i=1

b) Vne N: sz < prnt1)/2,

=1

Aufgabe 2.7:

Seien f(x) = Inxz, 2 > 0,und f(™ die n-te Ableitung der Funktion f (s. Kapitel 9). Beweisen
Sie durch vollstandige Induktion:

(n—1)!

xn

YneN: fW(z)=(-1)""

Aufgabe 2.8:

Zeigen Sie durch vollstindige Induktion:

Die Potenzmenge einer Menge mit n Elementen besitzt 2" Elemente, n € N.
(Die Potenzmenge einer Menge M ist die Menge aller Teilmengen von M)
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Lésungen

Lésung zu Aufgabe 2.1:

1-2
Indukti f: =1 j=1=—
a) Induktionsanfang n ;z 5
Induktionsvoraussetzung: Es sei Zz =
i=1

1
M fireinn € N.

Induktionsschluss n — n + 1:

1-2-3
b) Indukti f: =1: 2=1=
) Induktionsanfang n Zz 5

i=1

n
Induktionsvoraussetzung: Es sei E i? =
i=1

nn+1)(2n+1)

6 fireinn € N.

Induktionsschluss n — n + 1:

n+1 n

=1 =1 6
_ (n+1)@2n2+n+6n+6)  (n+1)(n+2)(2n+3)

6 6

12.922

1
¢) Induktionsanfang n = 1: Zi?’ =13 = 1

i=1
n?(n +1)2

fireinn € N.
1 iir ein n

n
Induktionsvoraussetzung: Es sei g i3 =
i=1

Induktionsschluss n — n + 1:

o

i=1

i3> +(n+1)° = 7"2(71: 2k + (n+1)°

%

=1
(n

ENCES

(n+1)*(n+2)?

n?+4(n+1)) = 1

N
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1

1
; a —1
d) Induktionsanfangn = 1: dl=ad"=1=
) g ; —
n ) an _
Induktionsvoraussetzung: Es sei Z a7l = fireinn € N.
p a—1

Induktionsschluss n — n + 1:

n+1 n n
o - a” —1
§ at 1 _ at 1 + a = 4 a®
‘ ‘ a—1
=1 %

Lésung zu Aufgabe 2.2:

a) 2(21‘1)2<Zi> anéIZ-wfn:nz
i=1

i=1
Beweis durch vollstindige Induktion:

1
Induktionsanfang n = 1: 2(22 —1)=2-1=1=12
i=1

n
Induktionsvoraussetzung: Es sei 2(22' — 1) = n?fiireinn € N.
i=1
Induktionsschluss n — n + 1:

n+1 n

di-1)=) @2i-1)+2n+1)—1=n’+2n+1=(n+1)

i=1 i=1

b) D (20 —1)2=4)"?—4> i+ 1

=1 =1 i=1 =1
A2, n(n+1)2n+1) 4. n(n+1)
B 6 2

+n
2
= gn(n—i-l)(Qn—&— 1-3)+n
- g(z(n+ 1)2(n—1)+3) = §(4(n2 —1)+3)

_ n(4n; —-1) (: n(2n — 1§(2n + 1))
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Beweis durch vollstindige Induktion:

—

1-3
Induktionsanfang n = 1: E (20 — 1) =12 = 5
i=1

n
Induktionsvoraussetzung: Es sei 2(22 —1)
i=1

2 n(dn® —1)

Induktionsschluss n — n + 1:

n+1 n

D @i-1=>(2i—1)°+ (2(n+1) - 1)

i=1 i=1

_ n(2n—1)(2n+1) FRn+1)—1)?

3

= 1 DR =D (o 41) -1y

_ %(%2 —n+6(n+1)—3)
2(n+1)—1

= S —(n+1)(2n+3)

(n+1)(AMn+1)*-1)

3
Lésung zu Aufgabe 2.3:
1
. 1 1 1
a) Induktionsanfangn = 1: ; G D) =1{3= 71
Induktionsvoraussetzung: Es sei i # - fireinn € N
& i1 nl '

Induktionsschluss n — n + 1:

S (& 1
;z'(iﬂ)* ;i(i—i—l) +(n+1)(n+2)

n 1 n(n+2)+1

il i Dmt2) mi)mnt2)

(n+1)2 _n—l—l(_ n+1 )
(n+1)(n+2) n+2 (n+1)+1

fireinn € N.
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Alternative Losung ohne vollstindige Induktion:

n 1
;i(iJrl) =2

b) Induktionsanfang 1 i L 1 !
u n = . — Y = —— =
P (26 —1)(2i + 1) 1-3 241

Induktionsvoraussetzung:
n
1

n
Es sei E = fireinn € N.
s sei 2 Gi—D@) I+l iir ein n

Induktionsschluss n — n + 1:

n+1 1
; (2i —1)(2i+ 1) <

M:

1 1
@i 1)+ 1)) e neEn13)

=1
__n 1 o on(2n+3)+1
S 2n+1 0 2n+1)(2n+3)  (2n+1)(2n+3)
 (n+1@2n+1) w4+l n41

S (2n+1)(2n+3) 2n+3  2(n+1)+1

1

1-2

¢) Induktionsanfang n = 1: Z )it = (-1)°1% = (—1)07
i=1

Induktionsvoraussetzun g:

1
Es sei Z )it = 1)"’1% fireinn € N.

Induktionsschluss n — n + 1:

n+1 n
Y= (Zu)“z‘?) D+ 1)?
= 1y 2OED gy g2

= (—1)””; Lntomt 1) = (cr 2D F2) 1)2(” ),
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1
d) Induktionsanfangn = 1: Zi ql=1-11=21—-1
i=1

Induktionsvoraussetzung: Es sei Zz cil=(n+1)!—1fireinn € N.

i=1
Induktionsschluss n — n + 1:

n+1

i=

> il = ( n zz') +n+)n+D)=nm+1) =1+ n+1)(n+1)

=n+1D)(1+n+1)—1l=m+2)!—-1=(n+1)+1)! -1

Lésung zu Aufgabe 2.4:

2) (k . 1) + (Z) = 1)1(:! i k‘!(nn! B!

_ (n41) k +n+1—k _
Ckln+ 11—k \n+1 n+1 )

b) Beweis durch vollstindige Induktion:

1 1
Induktionsanfang n = 1: (z + y)' = (0>m1y0 + (1> 20y

n
Induktionsvoraussetzung: Es sei (z + y)" = Z (Z) " FyF fiir ein n € N.

Induktionsschluss n — n + 1:

@ty =@+ =@+ Y (V)
Y Y Y y};)(k:) Y

_ — (n n+l—k, k — (n n—k, k+1
SR () e ()

k=0

n n n+1 n
_ n+l1—k_ k n+l—k k
() (1)

k=1

_ ("™ n+t1-0,0 - n n n+l—k, k
(o (()+ (1)

=

> xoyn-&-l
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e ()= (")) = (120)

c) Die Giiltigkeit der Gleichung kann mit vollstdndiger Induktion unter Verwendung von a)
gezeigt werden oder direkt unter Verwendung von b) und der Setzung z = y = 1.

Lésung zu Aufgabe 2.5:
a) Induktionsanfangn = 4:24"1 =8 >5=4+41
Induktionsvoraussetzung: Es sei 2! > n + 1 fiirein n > 4.

Induktionsschluss n — n + 1:

2" =2-2""1>2n+1)=2n+2>n+2 (=Mm+1)+1)

b) Induktionsanfangn =1: (1+z)! >1+1-2z
Induktionsvoraussetzung: Es sei (1 + )™ > 1 4+ nz fiireinn € N.

Induktionsschluss n — n + 1:

1+2)""=0+2)"(1+2z)> (1 +nz)(l+2)
=1+Mn+Dr+nz®>1+n+ 1D

Lésung zu Aufgabe 2.6:

a) Induktionsanfangn = 1:

9l+1

(-2 JJa+)=(-a)1+2*)=1-2"=1-2

Induktionsvoraussetzung:
n

Es sei (1 — 2?) H(l + a:Qi) =1-2>"" fireinn € N.
i=1
Induktionsschluss n — n + 1:

n+1

-2 [Ja+a*) = -+ ) [0+

=1

b) Induktionsanfangn = 1: Hzl =1<142/2
i=1
n
Induktionsvoraussetzung: Es sei H it<n
i=1

n(n+1)/2 fiir ein n € N.
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Induktionsschluss n — n + 1:

n+1 n

=1 =1
< (n+ 1)n(n+1)/2(n + 1)
= (n 4 1)@/ (g 4 ) D)(n42)/2

Lésung zu Aufgabe 2.7:

Induktionsanfang n = 1:

0! 1 1
(1) = f/ (=1 1.2 =2 =11 !
FO@) (= /@) = ()7 % =12 = = ()
_ |
Induktionsvoraussetzung: Es sei f(") (z) = (—1)*~! (n— 1t fireinn € N.
mn
Induktionsschluss n — n + 1:
117’
1 @) = (O @y = |~ B i ey
mn
. n—1 —n—1 __ n TL'
=(=1)""(n—Dl(-n)z ="

Lésung zu Aufgabe 2.8:

Die Menge M,, habe n Elemente: Diese werden ohne Beschriankung der Allgemeinheit (0.B.d.A.)
als die ersten n natiirlichen Zahlen aufgefasst, d.h. M,, = {1, ... ,n}.

Bezeichnung: B (M,,) sei die Potenzmenge von M, .
Induktionsanfang n = 1: My = {1}, B(M;1) = {0, {1}},d. h.B(M;) hat 2 = 2! Elemente.
Induktionsvoraussetzung: 3(M,,) hat 2" Elemente fiir ein n € N.

Induktionsschluss n — n + 1:
My ={1,...m+1} =M, U{n+1}
= BMpp1) =B(M,) U{AU{n + 1} | A € P(My)}
= P(M,+1) hat doppelt so viele Elemente wie P(M,,)

— P(M,41) hat 2 - 2" = 2" 'Elemente



3 Mengen und deren graphische
Darstellungen

Literaturhinweis: KCO, Kapitel 1, S. 1-4, 12-23

Aufgaben

Aufgabe 3.1:

Gegeben sei die Menge A = {z € R|1 < z < 10}, d. h. die Menge aller Zahlen z aus R mit
der Eigenschaft, dass 1 < x < 10 gilt. Priifen Sie, welche der folgenden Mengen in der Menge
A als Teilmenge enthalten sind:

B={reR|1l<x<10},
C={zeR|z* =4},
D={zeR|z®>-52+6=0},

E ={x e N|1< z < 11 und z ist eine Primzahl} ,

F = {x € N|x ist Teiler von 18} .
Bestimmen Sie weiterhin folgende Mengen:

ENF, (ENF)u(CND), E\(CNF), (E\D)N(FUC).

Aufgabe 3.2:

Gegeben seien die Mengen A,B,C. Stellen Sie folgende Mengen durch Venn-Diagramme gra-
phisch dar:

AUB,ANB,B\A,ANBNC,A\(BNC),An(BUCQC).
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Aufgabe 3.3:

Zeigen Sie fiir beliebige Mengen A, B,C (mittels der Aussagenlogik):
a) (ANB)UC=(AUuC)Nn(BUC),
b) AN(AUB) = A4,
c) C\(AUB) = (C\A) N (C\B),

und zeichnen Sie die zugehorigen Venn-Diagramme.

Aufgabe 3.4:

Gegeben sei die Menge M = {5,{1,2},0}. Welche der folgenden Aussagen sind wahr und
welche falsch?

a) 2eM b) 5eM o) {12}cM d) {bteM e) {b}Cc M
) {2lcM g 0cM h {0}cM ) DeM ) {0yeM
Aufgabe 3.5:

Gegeben sei die Menge M = {—1,0),{2,v/2}}. Welche der folgenden Aussagen sind wahr und
welche falsch?

a) vV2eM b)) {V2}eM o {V2}eR d V2eQ
e) —1€Q ) —leM g) DCM hy 0¢ M

h {0tem ) {2V2}CM k) {-10}CM D) MCR

Aufgabe 3.6:

Es sei « eine reelle Zahl. Unter |« versteht man den Abstand des der Zahl « entsprechenden
Punkts («,0) auf der Zahlengeraden vom Ursprung, also gilt:

o a, fallsa>0
Q| = .
—a, fallsa<0

Stellen Sie die folgenden Mengen auf der Zahlengeraden dar:

a) A={zeR||z|>1} b) B={zeR||z—3| <2}

c) C={zeR| 2047 >4z —2} d AnBncC
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Aufgabe 3.7:
Schraffieren Sie die in der z,y—Ebene durch die Ungleichungen
a) 2x+y<20 b) 2z —y>15 c¢) 10z 4 b5y > 50 d) —z+4y <32

gegebenen Gebiete.

Aufgabe 3.8:

Stellen Sie die durch die folgenden Gleichungen bzw. (Systeme von) Ungleichungen definierten
Teilmengen des R? graphisch dar:

a) 3xr+y=3 b) =5
1 2 2 3 4
—__Z_ 0 0) d = 1 -0,1
) ST o=¢ (c#£0,2#0) d) y—1+5y—5 U101 (y#1,y#-0,]1)
e) (r—2)2>a22+y N 2y<2x+16
g x>-1ly<2 h) z+2y>10,x —y > 2
Aufgabe 3.9:

Eine Wohnungsbaugesellschaft errichtet drei verschiedene Typen von Einfamilienhdusern (zu-
sammengefasst zur Menge E = {E1, F», F3}), die sich noch im Rohbau befinden. Die Kiufer
konnen bei den Fensterrahmen zwischen zwei Typen von Holzrahmen (Menge H = {Hy, Ha})
und drei Typen von Kunststoffrahmen (Menge K = { K7, Ko, K3}) auswihlen. Jeder Haustyp
kann mit jeder Art von Fensterrahmen ausgestattet werden. Stellen Sie die moglichen Einfami-
lienhausmodelle der Wohnungsbaugesellschaft dar

a) im folgenden Diagramm:

® & &

@ @
& & ®

b) als geordnete Paare von Haustypen und Fensterrahmen,

c) als kartesisches Produkt zweier geeigneter Mengen.
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Aufgabe 3.10:

Bestimmen Sie fiir die Mengen A = {a, b}, B = {1,2,3}, C = {1}, D = {a} die folgenden
Mengen (,,x *“ bezeichnet ein kartesisches Produkt):

a) Ax(BnQO) b) Ax(BUCQC) ) (AxB)N(AxCO)

d) (AxB)U(AxCQO) e) AxBxC f) (AnD)x (BNC)

Aufgabe 3.11:

In einem Produktionsbetrieb werden die Konsumgiiter A und B hergestellt. In jedem Monat
werden x Einheiten von A und y Einheiten von B produziert. Dabei entstehen variable Kosten
von 10 € und 20 € pro Einheit von A bzw. B.

a) Welche gesamten variablen Kosten entstehen pro Monat?

b) Stellen Sie graphisch dar, auf welche Weise gesamte variable Kosten in der Hohe von
K =100, K = 300 und K = 500 entstehen konnen. (Zeichnen Sie die entsprechenden
Kostengleichungen.)

Aufgabe 3.12:

Ein Fabrikant fertigt Scheren mit monatlichen Fixkosten von 15 000 € und anfallenden Pro-
duktionskosten von 6 € pro Stiick. Der Verkaufspreis einer Schere betrigt 11 €.

a) Geben Sie die folgenden GroBen als Funktion der Monatsproduktion, d. h. der Anzahl
der pro Monat produzierten Scheren an, und stellen Sie diese graphisch dar:

i) die Gesamtkosten pro Monat,
ii) den monatlichen Umsatz, der durch den Verkauf des Produkts entsteht.

b) Wie viele Scheren muss der Fabrikant monatlich mindestens verkaufen, um in die Ge-
winnzone zu kommen?

Aufgabe 3.13:
a) Stellen Sie die Menge

2
Mz{(w)xzo,yz2,ys—§x+6,§+%31}

graphisch dar.

b) Bei einem Schmelzvorgang werden drei Zusatzstoffe Z1,Z> und Z3 in der jeweiligen
Mindestmenge von 1,2 kg Z7, 0,6 kg Z5 und 1,6 kg Z5 benétigt. Die Zusatzstoffe werden
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in gemischter Form als Rohstoff A bzw. Rohstoff B eingekauft. Jede Mengeneinheit
von Rohstoff A enthilt 0,1 kg Z1, 0,3 kg Z2 und 0,2 kg Z3. In jeder Mengeneinheit
von Rohstoff B sind 0,6 kg Z;, 0,05 kg Z> und 0,4 kg Zs enthalten. Der Rest jeder
Rohstoffsorte besteht aus Stoffen, die als Schlacke ausfallen.

Die beiden Rohstoffe A und B sollen fiir einen Schmelzvorgang so gemischt werden,
dass die obigen Mindestmengen an Zusatzstoffen vorhanden sind. Beschreiben Sie die
zuldssigen Mengenkombinationen durch ein System von Ungleichungen, und stellen Sie
die zugehorige Erfiillungsmenge graphisch dar.

Aufgabe 3.14:

Student S. mochte sich zur Bekimpfung seines Ubergewichts an einem Wochenende maximal 8
Stunden Zeit nehmen, um Squash zu spielen und im Fitness-Studio zu trainieren. Er weif3, dass
er pro Stunde Squash 15 € ausgeben muss und in dieser Zeit 1 300 kJ verbraucht, wiahrend der
Eintritt ins Fitness-Studio pro Stunde nur 5 € kostet, aber auch nur 800 kJ verbraucht werden.
Auflerdem hat er zu beriicksichtigen, dass seine finanzielle Situation nur eine Investition von
hochstens 60 € erlaubt und dass sein Squash-Partner hochstens 3 Stunden zur Verfiigung steht.

Bezeichnen x die Zeit [in Std.], in der er Squash spielen mochte, sowie y die Zeit [in Std.], in der
er plant im Fitness-Studio zu trainieren, so ist er an dem Zahlenpaar (z,y) € R? interessiert, das
zum hochstmoglichen kJ-Verbrauch fiihrt. Dieses Zahlenpaar hat er allerdings aus der Menge
aller den obigen Einschriankungen geniigenden Paare auszuwéhlen.

Schraffieren Sie diese Menge in einem x,y—Koordinatensystem!

Aufgabe 3.15:

Ein Landwirt mochte seine Ackerfliche von 200 Morgen mit Roggen und Weizen bebauen. Fiir
die Erzeugung eines Doppelzentners Roggen bendtigt er 0,12 Morgen, fiir die eines Doppel-
zentners Weizen 0,08 Morgen.

Der Anbau eines Doppelzentners Roggen kostet 8 €, der Anbau eines Doppelzentners Weizen
10 €. Der Landwirt hat ein Kapital von 20000 € zur Verfiigung.

Stellen Sie die zur Erzeugung von = Doppelzentnern Roggen und y Doppelzentnern Weizen
moglichen Kombinationen (x, y) graphisch dar, wenn:

a) ein Teil der Flidche brach liegen darf.

b) die gesamte Flidche genutzt werden soll.
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Lésungen

Lésung zu Aufgabe 3.1:
A={zeR|l1<z<10}:

B ={z eR| 1<z <10}, B ist keine Teilmenge von A, aber A C B;

C = {z € R| 2% = 4} = {-2,2}, C ist keine Teilmenge von A;
D={zeR|2®>-52+6=0}={2,3}, DC A(2®> -5z +6=(z—2)(x—3)=0);
E={zeN|1<z<11Azisteine Primzahl}={2,3,5,7}, F C A4;

F = {x € N| ist Teiler von 18} = {1,2,3,6,9, 18}, F ist keine Teilmenge von A;
ENF=1{2,357n{1,23,6,9,18} = {2,3};

(ENF)U(CnD)={2,3}u{2} ={2,3}; E\(CNF)=E\{2}={3,5,7};
(E\D)N(FUC)={5,71n{-2,1,2,3,6,9,18} = 0 = {}.

Lésung zu Aufgabe 3.2:
AUB ANB
AnNnBNC
B\A

A
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A\(BNCQC) AN(BUCO)
A B A B
C C
Lésung zu Aufgabe 3.3:

a) Zu zeigen: (AN B)UC = (AU C) N (BUC) (Distributivgesetz)

r€(ANB)UC <= z€c ANBvzel
<— (z€ ANz eB)Vazel
— (reAvzeC)AN(xeBVzel)
<— xc AUuCANxzeBUC
— zec(AUuC)N(BUC)

Da z beliebig gewihlt ist, folgt die Behauptung.
b) Zu zeigen: AN (AU B) = A (Absorptionsgesetz)

r€AN(AUB) < z€ ANAVxze ANB
— rc€AVzeANB < z€ A

Direkt: AN (AUB) = (ANA)U(ANB)=AU(ANB) = A
CA

¢) Zuzeigen: C\(A U B) = (C\A) N (C\B) (Gesetz von De Morgan)
r€C\(AUB) <= z€CAzx ¢ AUB <= ze€CAx¢ ANz ¢ B
<= rze€ChzeCha¢ ANz ¢B
— (reCArhzx¢AN(xeCAx¢B)
<— ze€C\ANze(C\B

s z€(C\A)N(C\B)
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Direkt: C\ (AUB)=CNAUB=CN(ANB)=CNANB
=CNCNANB=(CNA)N(CNB)

=(C\A)N(C\B)

Venn-Diagramme

ZU a)
zu b)
A B
A B

C

zuc) allgemeine Situation: C\(A U B)
- | % |

C C
Lésung zu Aufgabe 3.4:

Elemente von M: 5, {1,2},(). Teilmengen von M: 0,{5},{{1,2}},{0} (einelementige),
{5,{1,2}},{5,0},{{1, 2}, 0} (zweielementige), {5, {1, 2},0} (dreielementige).

Falsche Aussagen sind a), c¢), d), f), j) (Bemerkung: g) ist per Definition wahr).

Lésung zu Aufgabe 3.5:
Wahre Aussagen sind: e), f), g) (per Definition), i), k).
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Lésung zu Aufgabe 3.6:
a) A={zeR||z|>1}={z||z| >1A(z>0Vx<0)}
={z|(Jz|>1Az>0)V(z| >1Az2<0)}
={z|(z>1Ax>0)V(—z>1Az<0)}

={zlz>1Vae< -1} = (00, -1 U[L,0)

b) B = {z||z — 3| < 2}
={z|(r—3<2AN2-3>0)V(—2+3<2Ax-3<0)}
={z|(z<5Ax>3)V(ez>1Ax<3)}={z|3<z<bVi<z<3}
={z|1<z<5}=(1,5)

I ky 7

0 1 5 -
c) C={z| 2z +7| > 4z — 2}

={z|(2e4+7>4x—-2N204+7>0)V (22 —T>4x —2A22x+7<0)}

={z|(2r <INz > )V (6z < -5Ax < -I)}

(]
lo A
8

d) AnBNC={zlz€c ANz eBAzeC}

={z|(z>1Vva<-1)A(l<z<5)A(z< D)}

(]
—_
rolo N
8



