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Vorwort

In den letzten Jahren hat sich die Zeit-Frequenz-Analyse zu einer wichtigen Teildisziplin der
Signalverarbeitung entwickelt, mit der auch Signale mit zeitvarianten Spektren behandelt wer-
den konnen. Diese ist Teil einer Vorlesung, die ich an der Universitat Karlsruhe halte.

Als mein Vorgénger Prof. Heinz Kronmiiller im Jahre 1992 seine Abschiedsvorlesung hielt,
machte er die Aussage, in der Signalverarbeitung seien nun alle wesentlichen Probleme ge-
16st. Gott sei Dank hat er sich in diesem Punkte geirrt. Bereits im Jahre 1996 musste ich die
von ihm ibernommene Vorlesung Signalverarbeitung wesentlich erweitern. So kommt es, dass
ca. % des heutigen Stoffumfangs erst in den letzten Jahren neu hinzukam, wobei die vorherigen
Themen stark gekiirzt wurden.

Die im Wesentlichen hinzugekommene Zeit-Frequenz-Analyse umfasst die Signaldarstellung
in Frames, die Kurzzeit-Fourier-Transformation, die Wavelet-Transformation und die Wigner-
Ville-Verteilung. Als die Idee geboren wurde, aus dem Skriptum ein Buch zu entwickeln, war
mir mein Mitarbeiter Dipl.-Ing. Michael Schwarz eine wichtige Stiitze. Mit ihm konnte ich
z.B. Beweise iiber Monate hinweg solange diskutieren, bis sie endlich mathematisch exakt
waren. Mein Mitarbeiter Dipl.-Ing. Thomas Weickert steuerte aus seiner Forschungsarbeit die
Abschnitte liber die Wavelet Packets bei, die neue interessante Anwendungen fiir die Wavelet-
Transformation er6ffnen. Beiden Koautoren gilt mein Dank. Auflerdem danke ich Herrn cand.
el. Konrad Christ fiir die Erstellung des Skriptums und dem Oldenbourg Verlag fiir die Bereit-
schaft, das entstandene Buch zu vertreiben.

Das vorliegende Buch wendet sich an Studenten eines Master-Studiengangs und an Ingenieure,
die auf dem Gebiet der Signalverarbeitung arbeiten. Den Leser mogen beim ersten Kennenler-
nen des Buches die vielen Formeln und die langen mathematischen Beweise abschrecken. Bei
niaherem Hinsehen wird er aber den Vorteil erkennen, dass alle Ableitungen Zeile fiir Zeile
nachvollziehbar sind und dass nur die gingige Ingenieurmathematik verwendet wird. Als Ein-
gangskenntnisse werden lediglich die Grundlagen der Signalverarbeitung vorausgesetzt, wie
sie z. B. in [20], [23] und [35] zu finden sind. Eine Vielzahl von Beispiclen aus aktuellen Pro-
jekten soll dazu beitragen, den Anwendungsbezug herzustellen. Damit werden die Leser in
die Lage versetzt, sich den Stoff selbst anzueignen, und sich die weiterfiihrende Literatur zu
erschliefen.

Mein Dank gilt neben den beiden Koautoren auch meiner Frau Margarete, die mich ermutigt
hat, dieses Buch fertigzustellen, obwohl ich viele Wochenenden und immer wieder Teile unse-
res Urlaubs dafiir verwendet habe.

Karlsruhe, Marz 2008 U. Kiencke
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1 Signaldarstellung in
Funktionenrdumen

Signale werden vorteilhafterweise als Elemente in einem Funktionenraum dargestellt. Dabei
unterscheiden wir zwischen Energie-, Leistungs- und Zufallssignalen. Funktionensysteme, wel-
che den Funktionenraum aufspannen, miissen die Eigenschaft der Vollstindigkeit aufweisen
(Hilbert-Raum). Neben Basisfunktionen werden Frames eingefiihrt, mit denen sich leichter
eine redundante Signaldarstellung erreichen lasst.

Mit Hilfe von Integraltransformationen (z. B. Fourier-Transformation) werden zeitabhingige
Signale in eine andere Darstellung iiberfiihrt, z. B. in Abhéngigkeit von der Frequenz. In der
neuen Darstellung lassen sich manche Signaleigenschaften besser erkennen. Zur einfacheren
Charakterisierung, wo die wesentlichen Signalanteile im Zeit- und Frequenzbereich lokalisiert
sind, werden die mittlere Zeit, die mittlere Frequenz, die Zeitdauer und die Bandbreite ein-
gefiihrt. Letztere konnen nicht beliebig gewahlt werden, sondern verdndern sich gegenlaufig
zueinander. Bei VergroBerung der Zeitdauer wird die Bandbreite kleiner und umgekehrt. Das
Zeitdauer-Bandbreite-Produkt ist damit eine wichtige Signal-Eigenschaft, die insbesondere fiir
Fensterfunktionen und den von diesen verursachten Leckeffekt von Bedeutung ist. Ein weite-
rer wichtiger Begriff ist die Kompaktheit von Fensterfunktionen, weil von ihm abhéngt, wie
geeignet aus Fenstern abgeleitete zeit- oder frequenzverschobene Funktionensysteme sind, den
Funktionenraum aufzuspannen. Dazu wird eine formelle Bedingung fiir die Kompaktheit for-
muliert. Aus solchen kompakten Funktionen werden in den folgenden Kapiteln Fenster fiir die
Kurzzeit-Fourier-Transformation (Kapitel 2) und Mother-Wavelets fiir die Wavelet-Transfor-
mation erzeugt (Kapitel 3).

1.1 Energie- und Leistungssignale

Im Folgenden sollen einige Grundlagen der Signalverarbeitung kurz wiederholt werden, die als
bekannt vorausgesetzt werden, und die z. B. in [20], [23] und [35] dargestellt sind.

1.1.1 Energiesignale

Definition 1.1 Energiesignale

Energiesignale haben iiber einem unendlich groBen Definitionsintervall 7 € [—eo, o] eine end-
liche Signalenergie.
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Die quadratische Norm von Energiesignalen ist gleich der Signalenergie.

oo

Ex:/|x(t)|2dt<oo (1.1)

Ey = ||x(0)]* = (x(t),x(1)), (1.2)
Dabei ist

sE(t) = x(0) (1.3)

die Energiedichte iiber der Zeit. Sie gibt an, welche Energieanteile des Signals zu welchen
Zeiten auftreten. Der Quotient

Se(t)
(@)l
ist die normierte Energiedichte, wobei die normierte Signalfunktion die Energie E, = 1 hat.

Nach dem Satz von Parseval (siehe Anhang A.2) dndert sich die Signalenergie bei der Fourier-
Transformation nicht, da diese ein unitérer Operator ist.

2 (1.4)

Eo= )| = [ sh@yde= [ Ixto)P dr (15)
= [wrar= [ sk =X (16)

SE.(f) ist das Energiedichtespektrum iiber der Frequenz. Es gibt an, welche Energieanteile des
Signals bei welchen Frequenzen auftreten.

Ein Beispiel fiir Energiesignale sind die Impulsantworten stabiler linearer zeitinvarianter Sys-
teme (engl.: linear time-invariant system, LTI-System). Sie haben bei stabilen LTI-Systemen
eine endliche Signalenergie. Weiterhin haben alle Signale endliche Signalenergie, wenn sie in
einem endlichen Zeitfenster definiert sind, au8erhalb dessen die Amplitudenwerte zu Null ge-
setzt werden (Abschnitt 1.4).

Die folgende Beziehung wird in Abschnitt 1.6.4 benétigt.

Satz 1.1 Polarisationsgleichung

Fiir das Innenprodukt quadratisch integrierbarer Signale x(¢) und y(¢) gilt die Polarisations-
gleichung [39]

(x(0).1(0)) = 5 [+ 0) P = () ~»(0) P

+J'IIX(t)+jy(f)||2—jIIX(f)—jy(t)llz} (L.7)
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Beweis 1.1

Die verschiedenen Normen werden ausmultipliziert.

be(e) + ()11 = [Be(o) I+ Ge(0) () + (vl0),x()) + I (0) 1P (1.8)
lbe(e) =y ()1 = [le(e) I = (x(0), ()> () x(0)) + Iy (1) | (1.9)
be() + iy (N2 = Ile(0) |2 = (), p(0)) + (o (e) x(0)) + Iy (1) |2 (1.10)
be(e) = iy (N> = Ile(0) |2+ x()p(0)) = j () x(0)) + Iy (1) | (1.11)

Die einzelnen Terme werden in die Polarisationsgleichung eingesetzt.

(x(0).y(1)) = % (I 4+ (e(0),x(2)) + () x(0)) + (o)
= (@) 12 + Gx(e), () + (1), x(0)) = [y (e) 1

+ 7RI + (x0),x(8)) = (p0),x()) + 7 v (@)
— @)+ (x(0) () = (o), x(0)) = 1y ()] ) (1.12)
= (x(1).»(1))

Damit ist die Polarisationsgleichung bewiesen.

Satz 1.2 Absolute Integrierbarkeit kompakter Energiesignale

Das Signal x(¢) erfiille die beiden Voraussetzungen

1. Endliche Signalenergie

=

/IX(t)Izdt <o, (1.13)

—oo

2. Kompaktheit des Signalverlaufs

=

/ |tx(2)| dt < eo. (1.14)

—oo

Dann ist das Signal x(¢) absolut integrierbar, d. h.

oo

/|x(t)|dt<<>o. (1.15)

—oo

Die Kompaktheits-Bedingung bedeutet, dass die Amplitude |x(¢)| fiir |t| — oo so stark gegen
Null konvergiert, dass die Gewichtung mit dem divergierenden Faktor # mehr als kompensiert
wird. Die Bedingung ist wenig restriktiv. Eine wesentlich starker einschrinkende Definition fiir
kompakte Signale findet sich in Abschnitt 1.6.5.
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Beweis 1.2

Zu Beginn wird die unabhingige Variable ¢ durch entsprechende Normierung in eine di-
mensionslose Grofe tiberfithrt. Danach kénnen wir das absolute Integral in die beiden
Teilintegrale

=

/|x(t)\dt: / 1x(0)] dt + / Ix(0)] dr (1.16)

—oo lr]<1 [t|>1

aufteilen. Auf das erste Teilintegral wird die Schwarzsche Ungleichung (Gl. (1.22)) ange-
wendet.

/|x(t)|-|1|dt§ /|x(t)|2dt- /\1|2dt<oo (1.17)
lr]<1 r]<1 |z\'<1
<eo, nach Vorr. 1 <eo

Das erste Teilintegral ist endlich. Beim zweiten Teilintegral gilt mit den Integrationsgrenzen
|t] > 1 fiir den Kehrwert

1

~ <1 (1.18)
lt]

Damit wird das zweite Teilintegral entsprechend

/|x(t)|dt: / ’z»dt)-i’dtg / t-x()| dt <eoo (1.19)

[1|>1 1] >1 [1]>1

<, nach Vorr. 2

abgeschatzt. Es ist ebenfalls endlich. Das Signal x(¢) ist damit insgesamt absolut integrier-
bar.

Beispiel 1.1 Kompaktheit des Hanning-Fensters

Das auf die Signalenergie E; = 1 normierte Hanning-Fenster lautet

or) = \/?T (1+cos (2;:%)) r(e).

Das Hanning-Fenster ist kompakt, weil das Integral

Z - g(0)| di = \/3

t
’t- (1+cos (27:?))‘ dt =0,1214-T3 < oo

\NH

Sk}
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konvergiert. Das absolute Integral des Hanning-Fensters

[1stlar=2y/ o

—oo

(1+cos (27:%)) dt = 0,8165VT < oo

O\N\\J

konvergiert dann ebenfalls.

1.1.2 Leistungssignale

Definition 1.2 Leistungssignale

Leistungssignale haben eine endlich grofe Signalleistung iiber dem unendlich grofen Defi-
nitionsintervall # € [—eo, o|. Die Signalenergie ist unendlich groB.

Als quadratische Norm wird daher bei Leistungssignalen die Signalleistung herangezogen. Die
momentane Signalleistung im Intervall [r — T'/2,¢ + T /2] ist

t+

N

Pi(t) = lx(t)|* dt . (1.20)

N =

—

S

Uber dem unendlich groBen Intervall entspricht dies der Leistung
(0 dt = ||x(t)]| < e (1.21)

Ein Beispiel fiir Leistungssignale sind alle periodischen Funktionen. Bei ihnen ist die Leistung
gleich der Momentanleistung in einer Periode 7. Denkt man sich zeitlich begrenzte Signale
auflerhalb ihres Beobachtungszeitraums periodisch fortgesetzt, so erhilt man Leistungssignale.

Nach der Schwarzschen Ungleichung existiert das Innenprodukt zweier Signale, wenn deren
Norm endlich ist.

| () )Y < )] (o) )2 (1.22)

Dies gilt fiir Energie- und Leistungssignale. Die Schwarzsche Ungleichung wird im Folgenden
bei den Beweisen der Unscharferelation (Gl. (1.153)), der Einhaltung der Frame-Grenzen durch
die Gabor-Reihe (GI. (2.80)) sowie der Cramér-Rao-Ungleichung (Gl. (8.291)) verwendet.
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1.1.3 Korrelation bei Leistungs- und Energiesignalen

Zufallige Signale werden in der Kategorie der Leistungssignale bearbeitet. Dabei beschrankt
man sich in technischen Anwendungen auf stationdre, ergodische Prozesse. Stationdre Prozesse
andern ihre statistischen Kennwerte, die Momente, nicht tiber der Zeit.

Das zweite Moment fiir Leistungssignale

T

2

/ NOOL (1.23)

ist bei Ergodizitat fiir eine Musterfunktion des stochastischen Prozesses iiber dem unendlichen
Zeitintervall definiert. Das zweite Moment fiir Energiesignale kann fiir zufallige Signale dage-
gen nicht verwendet werden, da es unendlich groB ist. Ansonsten miisste das erste Moment fiir
Energiesignale fiir groBe |¢| gegen Null gehen, im Widerspruch zur geforderten Stationaritit.

Die Korrelationsfunktion ist bei Leistungssignalen gegeben durch das Innenprodukt fiir Lei-
stungssignale zwischen dem um 7 verschobenen und dem nicht verschobenen Signal

N -
\N\\]

ra(T) =E{x(t+1)x" (1)} = rhfi, x(t+7)x"(¢)dt. (1.24)

N

Die Fourier-Transformierte davon ist gerade das Leistungsdichtespektrum.

=

Salf) = Flra(®)} = [ ra(m)exp(—2nf7)ds (125)

—oo

Entsprechend sind die Kreuzkorrelation ry,(7) und die Kreuzleistungsdichte Sy, (/") definiert.

1) = Jin m% / *(t+ 1)y (¢) dt (1.26)
So(f) = ,’F{rxy(’r)} = /rxy(‘c) exp(—j2nf1)dt (1.27)

—oo

Zufallige Signale konnen gefiltert werden, indem man anstelle des analytisch nicht definierten
Eingangssignals dessen Korrelationsfunktion verwendet [22]. Die Korrelation kann formell
auch fiir Energiesignale definiert werden. Dazu verwendet man das Innenprodukt fiir Energie-
signale.

(@) =[x+ 0 ds (128)
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Deren Fourier-Transformierte ist die Energiedichte.

SE(N) = F{ED) = [ nesp(—j2nf ) (129
=X(f)-X*(f) (130)

Die Energiedichte kann unmittelbar aus den Fourier-Transformierten ohne Umweg iiber die
Korrelationsfunktion berechnet werden.

1.1.4 Zeitdiskrete Signale

Durch die Abtastung eines zeitkontinuierlichen Signals x(¢) mit der Abtastfrequenz f = i er-
hilt man das zeitdiskrete Signal x(n), das nur in den Abtastzeitpunkten 7 -4 definiert ist. Dabei
muss das Abtasttheorem eingehalten werden, um das zeitkontinuierliche aus dem zeitdiskreten
Signal rekonstruieren zu konnen (siche die Bedingung in Gl. (1.32)).

Zeitdiskrete Signale haben ein periodisch wiederholtes Spektrum.

=

X.(f)="Y, x(n)exp(—j2mft4n). (1.31)

n=—oco

Der Index “x“ steht fiir die Abtastung im Zeitbereich. Bei exakter Einhaltung des Abtasttheo-
rems kann das Spektrum des kontinuierlichen Signals X (f) aus dem des zeitdiskreten Signals
X, (f) mit Hilfe eines Rechtecktiefpasses der Fldche 1 (nicht Signalenergie 1) rekonstruiert
werden [23].

1

X(f):JTA'RfA(f)'X*(f)a X(f){

40 furlf] < f1/2

—0 firlf] > fu/2 (132)

Die Signalenergie kann nach dem Satz von Parseval im Zeit- und Frequenzbereich berechnet
werden.

oo

Ec= ()P = X (I° = [ X0 df (133

—oo

Wenn x(¢) das Abtasttheorem exakt einhilt, kann die Signalenergie aus dem Spektrum des
zeitdiskreten Signals durch Einsetzen von Gl. (1.32) in GI. (1.33) als

fa/2
= [ wupar (134)

A_fi2

E =

berechnet werden. Dies soll im Folgenden iiberpriift werden.
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Durch Einsetzen der Fourier-Transformation des zeitdiskreten Signals (Gl. (1.31)) erhdlt man

fif2
1 ;
- [ 3 S, x(n)x* (m)exp(j27 fra(m —n) df (135)
fA n=—com=—co
—f4/2
e - 1)
= S x(n)(m) / exp(j27fta(m—n)) df (1.36)
Anmemeee ~fal2
f16(m—n)
=7 n_z_m x(n) (1.37)
1
= B (1.38)

Die iiber das zeitdiskrete Innenprodukt berechnete Signalenergie E,, des zeitdiskreten Signals

x(n)

E,. = (x(n) Vo = 2 lx(n)|* = f4-E (1.39)

N=—o0

weicht bei exakter Einhaltung des Abtasttheorems um den Faktor f; von der Signalenergie E,
des zeitkontinuierlichen Signals x(¢) ab. Bei steigender Abtastfrequenz f4 steigt die Zahl der
Abtastwerte x(n) und damit die Quadratsumme der Abtastwerte in E,, an. Wird dies mittels
Division durch f4 kompensiert, so bleibt die Signalenergie E, unabhidngig von der Abtastfre-
quenz erhalten.

Die Autokorrelationsfunktion (AKF) des zeitdiskreten Energiesignals ist als das zeitdiskrete
Innenprodukt

=

re (k) = (x(n+k),x(n))a = Y, x(n+k)x*(n) (1.40)

n=—co

definiert. Der Wert fiir k£ = 0 ist die Signalenergie des zeitdiskreten Signals.

E. =rE. (0) (1.41)
|
Ec = Er’f (0) (1.42)

Fiir zeitdiskrete, stationire, ergodische stochastische Prozesse ist die Autokorrelation durch das
zeitdiskrete Innenprodukt fiir Leistungssignale

1 N

Jim N n;Nx(n +k)x*(n) (1.43)

Frox, (K) = (x(n+k),x(n)), =

gegeben.
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Der Wert fiir k£ = 0 ist die Signalleistung des zeitdiskreten Signals.
Py, =rvx,(0) (1.44)

Praktisch kann man nur eine endliche Zahl von Abtastwerten heranziehen. Man erhilt dann als
Néherung eine mit einem Dreieckfenster gefensterte Korrelationsfunktion.

1.2 Integraltransformationen

Mit Hilfe von Integraltransformationen lassen sich zeitabhiangige Signale in eine andere Darstel-
lung tiberfiihren, z. B. in die Abhingigkeit von einer unabhéngigen Variablen s. Dabei dndert
sich die im Signal enthaltene Information nicht.

Eine allgemeine Integraltransformation ist gegeben durch

X(s)z/x(t)@(s,t)dt teT,sES. (1.45)
T

Die Funktion O(s,#) heiflit Kern der Integraltransformation. Mit dem reziproken Kern ¢(¢,s)
lasst sich die Riicktransformation in die urspriingliche Darstellung durchfiihren.

/X (t,s)ds tE€T,scS (1.46)

Durch Einsetzen von Gl. (1.45) in Gl. (1.46) ergibt sich die Reziprozititsbedingung fiir die
Riicktransformation.

/ / o(t,5)df’ ds (1.47)

- / () / O(s, ) (t,s)ds df’ (1.48)
T

N

£5(r7t/)

Damit Signale mit Hilfe von Integraltransformationen hin- und wieder zuriicktransformiert
werden kdnnen, miissen die Integrationskerne die Bedingung

/@(s,z’)q;(t,s)ds Z8(t—1) (1.49)

erfillen. Selbstreziproke Kerne erfiillen die Bedingung

P(t,s) =0"(s,1). (1.50)

Integraltransformationen, die einen selbstreziproken Kern enthalten, werden als unitire Trans-
formationen bezeichnet. Ein Beispiel dafiir ist die Fourier-Transformation.

o(t,f) =exp(j2rft) T = (—o0,0) (1.51)
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O(f,t) =exp(—j2xft) = @*(t,f) ,S=(—o0,0) (1.52)
Die Reziprozititsbedingung ist somit fiir die Fourier-Transformation erfiillt.

=3

[ot.et.r1df = [ explianf(e~))df = (1) (1.53)

—o0

Faltungskerne hingen lediglich von der Differenz der unabhéngigen Variablen (¢ —s) bzw.
(s—1) ab.

X(s) = /x(t)O(s—t)dt:x(t)*O(t), (1.54)
(1) = /X(s)(p(t—s)ds — X(s) % 0(s). (1.55)

Die beiden Faltungsintegrale ergeben durch Fourier-Transformation:
X () = FAx(@t)} = X:(f) - @(f), (1.56)

X() = FAX ()} = X% (f)-©(f). (1.57)

Interpretiert man O( f) als Ubertragungsfunktion eines linearen, zeitinvarianten Systems, so ist
@(f) die Ubertragungsfunktion des dazu inversen Systems.

O(f)= = (1.58)

Ein Beispiel fiir eine Integraltransformation mit Faltungskern ist die Hilbert-Transformation.
Die Kernfunktionen sind hier

1
co(t—S):—ﬂ(t_s), (1.59)
1
O(s—t)= 261 =@(s—1) (1.60)
und dementsprechend
O(f) = jsign(f), (1.61)

O(f) = —jsign(f) = @*(f). (1.62)
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1.3 Zeitdauer und Bandbreite von Energiesignalen

1.3.1 Mittlere Zeit, mittlere Frequenz, Zeitdauer, Bandbreite

Es soll nun betrachtet werden, in welchem Zeit- bzw. Frequenzbereich die endliche Signalener-
gie konzentriert ist. In Analogie zur Wahrscheinlichkeitsrechnung werden die mittlere Zeit (Gl.
(1.63)) und die mittlere Frequenz (Gl. (1.64)) als erste Momente der normierten Energiedichten
berechnet.

_ [, k0P di— x(t)x 1.63
" _-Zt o o RO (169
_f XOP X(f).X 1.64
f= |7 Y T T X! (1.64)

—oo

Bei geraden Energiedichten |x(¢)|* bzw. |X(f)|* machen die Definitionen Gl. (1.63) und
Gl. (1.64) eventuell keinen Sinn. Die mittlere Zeit #, sollte dann vom kausalen Signal berech-
net werden, das nur fiir # > 0 von Null abweichende Amplitudenwerte aufweist. Entsprechend
sollte die mittlere Frequenz f; eventuell vom analytischen Signal (Hilbert-Transformation)
berechnet werden, dessen Spektrum nur fiir /> 0 von Null abweichende Amplitudenwerte
aufweist.

Entsprechend der Varianz in der Wahrscheinlichkeitsrechnung werden die Zeitdauer (Gl.
(1.65)) und die Bandbreite (GI. (1.66)) als zentrierte zweite Momente der normierten Energie-
dichten berechnet. Die Zeitdauer A, ist ein MaB fiir den Zeitbereich, in dem die wesentliche
Energie des Signals lokalisiert ist.

=

s T WO 1
8= [l = e (=0, =) (1.65)

—oo

Die Bandbreite Ay ist ein MaB fiir den Frequenzbereich, in dem die wesentliche Energie des
Signals lokalisiert ist.

AZ:OO fx2|X(f)|2d: ! — )X (), (f = fo)X 1.66
F= U B = T U XD =X () .66

—oo
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Es gilt fiir die Zeitdauer

=3

1
8= [P0 ar (1.67)
Ey
1 Rt oo oo
EL/# |x(t)2dtZIx/tx(t)|2dt+tx2/|x(t)|2dt] (1.68)
X
ty-Ex Ey
1 <
= / 2 |x(t)* dt —12. (1.69)
Ex
Entsprechend gilt fiir die Bandbreite
e
43‘=f/f2|X(f)I2df—f3- (1.70)
X

1.3.2 Mittlere Frequenz und Bandbreite im Zeitbereich

Im Folgenden soll die mittlere Frequenz f, des Fourier-Spektrums im Zeitbereich interpretiert
werden. Dazu wird zunéchst die Momentanfrequenz f,(¢) definiert:

Definition 1.3 Momentanfrequenz

Die Momentanfrequenz eines Signals

x(1) =A(r)exp (jo (7)) (1.71)
ist die Ableitung seiner Phase nach der Zeit
1 do(r)
() = — . 1.72
i) =522 (1.72)

Mit Hilfe des folgenden Satzes kann die mittlere Frequenz ausschlielich im Zeitbereich be-
rechnet werden, ohne die Notwendigkeit zu einer Fourier-Transformation.

Satz 1.3 Mittlere Frequenz im Zeitbereich

Die mittlere Frequenz f, des Fourier-Spektrums ist das gewichtete Mittel der Momentan-
frequenz

e(e)
dt. (1.73)
x(£)]>

fo [ 50

Die Gewichtungsfunktion ist dabei die normierte Energiedichte im Zeitbereich.
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Beweis 1.3

Die mittlere Frequenz nach Gl. (1.64)
o= [ £ XX (1.74)

wird mit Hilfe der Korrespondenz

1 dx(¢)

J2m dt

o—e f-X(f) (1.75)

und mit dem Satz von Parseval (Anhang A.2) {iberfiihrt in

fi=— | —- xXM(t)dt. (1.76)

Das Energiesignal wird in Betrag und Phase aufgetrennt

x(t) = A(1) -exp(jo(t)) - (1.77)

Die mittlere Frequenz ist damit

fi= Z;xﬂlné [A(t)exp(jo(1)) +A(1) jo(t) exp(jo(t))]
A(r)exp(—jo (1)) dt (1.78)
:Eiﬂin/ LA(1) +A()j ()] A(1) (1.79)
I 2 . e
_ ‘/;(;) 'AE(:) dr — 277{Ex /A(t)A(t)dt (1.80)
— (/ «p(r)~A2<r>dt—]/?i<r>~A<z>dr> - (1.81)

Der zweite Term ist Null, da die Amplitude des Energiesignals fiir # — +oo verschwindet.

Die Momentanfrequenz kann sich iiber der Zeit dndern (z. B. Sprachsignal). Sie enthélt allge-
mein zu einem Zeitpunkt mehrere zeitvariante Frequenzkomponenten, ist also eigentlich eine
mittlere Momentanfrequenz.
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Beispiel 1.2 Cosinus-Schwingung fester Frequenz

x(t) =A(t) -cos(@(t)) = A(t) - cos(2m fo1)
Die Momentanfrequenz berechnet sich damit zu

Jilt) = 5000 = /..

Es wird eine konstante Amplitude 4(¢) = A, angenommen. Dann ist die Fourier-Transfor-
mierte gegeben durch

X(f) = 348 ~ £) +3(/+ 1))

Die mittlere Frequenz berechnet sich nach Gl. (1.73) folgendermaBen:

Das Beispiel stellt einen Grenzfall dar, da die Signalenergie E, der Cosinus-Schwingung
unendlich grof ist.

Als nichstes soll nun die Bandbreite Ay des Fourier-Spektrums Gl. (1.65) im Zeitbereich inter-
pretiert werden.

Satz 1.4 Bandbreite im Zeitbereich

Die Bandbreite des Fourier-Spektrums wird durch das gewichtete Mittel der quadrierten
Differenz der Momentanfrequenz fy(¢) gegeniiber der mittleren Frequenz f; und durch die
Amplitudenénderung A4(¢) bestimmt.

x(®)

|[x(2)

8= [ (k- £?

—oo

- -
I o
:|2dt+4n2Ex [ ) ar (1.82)

Beweis 1.4

Das zweite Moment wird als Energie £, folgender Hilfsgrof3e

Y(f)=(f—-£)X () (1.83)
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berechnet. In einer Zwischenbetrachtung ergibt sich nach dem Verschiebungssatz der
Fourier-Transformation

[ XU+ pyexplimfiydf = [ X(fyexplan(s = fonydf (184

—exp(—2nfi) [ X(N)exp(2nfndf  (185)

=x(t)-exp(—j2mfit). (1.86)

Die Ableitung beider Gleichungsseiten nach der Zeit ¢ ergibt
I . d .
[ 257 = fX (Nexp(i2m(f — f))df = 5 (x(e) exp(—2nfa)) . (187)

Die Bandbreite des Signals X (/') berechnet sich aus der oben eingefiihrten HilfsgroBe Y (/)

1
=g [ U- PR ar (1.8

17 17 E

Ex / Y(f :E—x./y(t)y*(t)dt:E—z (1.89)

als Verhiltnis der Energien. Die inverse Fourier-Transformierte y(z) der HilfsgroBe Y (/)
ist

()= /Y(f)€Xp(j27rft) df = /(f—fx)X(f)exp(jz;rft) df (1.90)
= jz%reXp (J2mfit) - /j27r(f—fx)X(f) exp(j2n(f = f))df. (191

Die HilfsgroBe wird mit Hilfe der obigen Zwischenrechnung Gl. (1.87) in

1 d
y(t) = T exp(j27fxt) - 7 (x(1) exp(—j27ft)) (1.92)

umgewandelt. Das Signal x(¢) wird nun in Betrag und Phase zerlegt.

x(1) = A(t) exp(jo (1)) (1.93)
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Damit berechnet sich die HilfsgroBe y(¢f) zu

0 = 5 expli2mht) 5 (A explip(e) - 12m1:) (1.94)
= 5 exp(2mfit) (O exp(o0) = 2 f)

9~ 27 ) + AW expliple) — 2 )] (1.95)

= - (60 ~24)-A() — jA0)] e (9(0) (196

Die Bandbreite von X (f) ldsst sich durch Einsetzen der HilfsgroBe y(¢) aus Gl. (1.96) in
Gl. (1.89) bestimmen zu

8- / O () dr (1.97)
17,
7r2E / —2mfy)? (t)dt—l—m/(A(t))zdt (1.98)
] x(t)
Z, U= 0 4E2E / (1.99)

Bei linear zeitabhéngiger Phase und konstanter Amplitude

o) =2nft . S ==/ (1.100)

Alty=4¢y , A@t)=0 (1.101)

ist die Bandbreite Ay = 0. Will man Signale geringer Bandbreite erzeugen, so muss man die
Amplitude 4(¢) und die Phase ¢(¢) glétten.

Beispiel 1.3  Cosinus-Schwingung

Bei der oben betrachteten Cosinus-Schwingung konstanter Amplitude 4, und der konstan-
ten Momentanfrequenz

fe(t) = 0(t) /27 = fe

ist die Bandbreite Ay = 0. Dies entspricht dem Linienspektrum der Cosinus-Schwingung.
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Beispiel 1.4  Chirp-Signal

Beim Chirp-Signal steigt die Frequenz proportional mit der Zeit an. Solche Signale senden
z.B. Fledermiuse aus, um im Flug Beutetiere (Insekten) orten zu kdnnen. Die Amplitude
A, sei konstant.

2

x(t) = Ay - cos <7r;2> =A,-cos(@(t))

Die Momentanfrequenz des Chirp-Signals ist

1,5

,1,5 L L L I

Abbildung 1.1: Zeitlicher Verlauf des Chirp-Signals x(t) = cos (n’%) mit T =2

1 . t
:E(P(f)*ﬁ-

Die mittlere Frequenz ist nach GI. (1.73) gegeben durch

Sx(1)

oo

O T W O
FOE / op T

i

—oo

Die Energiedichte |x(7)|* des Chirp-Signals ist eine gerade Funktion, die Zeit ¢ eine unge-
rade Funktion.

2
2 t
[x(1)|* = 4% cos® <7IT2>

Damit wird das Integral Null. Deswegen ist die mittlere Zeit Zeit #, und auch die mittlere
Frequenz f, des Chirp-Signals Null.

=0, =0
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Da sich das Chirp-Signal von —eo bis oo erstreckt, ist seine Zeitdauer A; unendlich grof3.
Mit £, = 0 ist die Zeitdauer aufgrund der Symmetrie von 7> und cos?

=3

gtz cos? (7[}—22) dt

Al =2 :
[ cos? (nﬁ) dt
0

72
Dies ist nach der Regel von de I’Hospital

lim <t2 cos? (n%))

Atz = oo 2 =00,
; 2 1~
lim (cos (nTz))

Der Nenner ist ein Wert, der zwischen 0 und 1 schwankt, der Zihler geht mit > gegen co.

Die Bandbreite Ay des Chirp-Signals ist nach Gleichung (1.82) gegeben durch

9= )

2 2
Y PLUS

=i 24t = —7g
T [[x(@)l T

—oo

Die Bandbreite des Chirp-Signals ist somit auch unendlich gro8.

1.3.3 Mittlere Zeit und Zeitdauer im Frequenzbereich

Die Momentanfrequenz f;(¢) ist in Definition 1.3 als die Ableitung der Momentanphase ¢(7)
des Signals x(¢) nach der Zeit eingefiihrt worden.

folt) = %d(zgt) (1.102)

Nach Gleichung (1.73) wird die mittlere Frequenz im Zeitbereich durch gewichtete Mittelung
der Momentanfrequenz iiber den Zeitbereich berechnet.

s 2
x(f
fo= /fx(t)- | ()|2dt (1.103)
Ea (@)l
Eine dazu symmetrische Definition kann man fiir die mittlere Zeit und die Zeitdauer im Fre-
quenzbereich vornehmen.
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Definition 1.4 Gruppenlaufzeit
Die Gruppenlaufzeit z,(f) ist die Ableitung der Phase W(f') des Signals

X(f)=1X()]-exp(j¥(f)) (1.104)

nach der Frequenz.

1 d¥(f)

Mﬁ=—5—wf (1.105)

Eine abfallende Phase W (f) des Signals X (f) entspricht einer Verzégerung. Das negative
Vorzeichen in Gl. (1.105) bewirkt, dass der Signalverzdgerung eine positive Gruppenlaufzeit
zugeordnet wird.

Satz 1.5 Mittlere Zeit im Frequenzbereich

Die mittlere Zeit #, kann im Frequenzbereich als gewichtetes Mittel der Gruppenlaufzeit
berechnet werden. Die Gewichtungsfunktion ist dabei die normierte Energiedichte im Fre-
quenzbereich.

oo

2
a:/Mﬁ X ()l

REEVRI Y (1.106)
1X ()1

Beweis 1.5

Die mittlere Zeit wurde in GI. (1.63) als
b= [ x5 (W dr (1.107)

definiert. Mit Hilfe der Korrespondenz

tx(t) o—e _jzlﬂ.d);'y) (1.108)

und dem Satz von Parseval (Anhang A.2) erhdlt man die mittlere Zeit im Spektralbereich

L1 dX () e

Das Signal X (/) wird in Betrag und Phase aufgetrennt.
X(f) =A(f)exp(j¥(f)) (1.110)
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Die mittlere Zeitdauer ist damit

= (J) EIZ ') exp(P () +AUN) ¥ (1) exp(¥(f))]

j2r
-A(f)exp(=j¥(f))df (1.111)
- (_121,,> ELX / [A'(f)+ AN (N]AS)df (1.112)
) -
a / (_217rd\ydf> 'AE(f) df+fz,rlE /A’(f)~A(f)df. (1.113)
e

b T 4 (200) df =} (42 ()= (~e2))=0

Der zweite Term ist gleich Null, da der Betrag des Spektrums eines Energiesignals fiir
f — oo verschwindet. Mit Hilfe von Definition 1.4 fiir die Gruppenlaufzeit erhalten wir
Gl (1.114)

o EOP .
t= [ ulr): o (1114)

—oo

Man erkennt, dass das negative Vorzeichen in der Definition 1.4 der Gruppenlaufzeit durch die
Korrespondenz (1.108) eingefiihrt wird.

Satz 1.6 Zeitdauer im Frequenzbereich

Die Zeitdauer eines Energiesignals wird durch das gewichtete Mittel der quadrierten Diffe-
renz der Gruppenlaufzeit #.(f) gegeniiber der mittleren Zeit #, und durch die Amplituden-
dnderung dA(f)/d f bestimmt.

s [ 2 XOOP 17 (dAN)\?
A,_/(tx(f) ) ||X(f)2df+4ﬂ2Exé< i ) df (1.115)

—oo

Beweis 1.6

Die Zeitdauer A? aus Gleichung (1.66) wird als Signalenergie der HilfsgroBe

y(t) = (t —1)x(t) (1.116)

berechnet. Aus

X(f) = /x(t)exp(—j27rft)dt (1.117)
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erhilt man durch Ableitung nach f

oo

1 d 1 d

— 2 (X(f)exp (27 fty)) = T ardf

andf x(t)exp(—j2nf (t —ty)) dt

=

:/(t—tx)x(t)exp(—jZn'f(t—tx))dt (1.118)

—oo

und durch Multiplikation mit dem Demodulationsfaktor

d
—ﬂiﬂ exp (—221) 1 (X(f) exp (127 1)) =

= / (t—t)x(t)exp (—j2mft) dt
N———

—= 0

Y(/)

die Fourier-Transformierte Y (/) der HilfsgroBe. Zerlegt man das Signal X (/) in Betrag
und Phase

X(f)=A(f)exp (¥ (/) (1.119)

und setzt dies in Y (/) ein, so erhélt man

Y(f) = _jzin exp(—j27ft,) % (A(f)exp (¥() + /27 f 1) (1.120)
_ <_21n "‘Z’jﬁ —tx) A expH() + 5 dfg) oxp (J¥(1).
te(f)
(1.121)

Die Zeitdauer ist damit

=

2 .
8= [ ZOC g L [yor =5 [ gas

] X" B EJ
(1.122)
_ » X(P L[ (d4()\
= [ 6t S g _w< DY ar wabw
(1.123)

Die beiden eindimensionalen Verlaufe f.(¢) und #.(f) sind nur bedingt geeignet, ein Signal
x(t) zu analysieren. Man kann das Verhalten allgemeiner Signale, z. B. von Musik, genauer be-
schreiben, wenn man zu einer zweidimensionalen Zeit-Frequenz-Darstellung 7, (¢, /) iibergeht.
Lineare Zeit-Frequenz-Darstellungen erfiillen die folgende Beziehung.

x(t) =cix1(t) +exa(t) = Lt f) =a Ly, (t, 1)+ T, (1, f) (1.124)
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t— t

Abbildung 1.2: Mittlere Zeit t,, Gruppenlaufzeit t,(f), mittlere Frequenz fy und Momentanfrequenz fy(t)

Beispiele fiir lineare Zeit-Frequenz-Darstellungen sind die Kurzzeit-Fourier-Transformation
und die Wavelet-Transformation.

1.4 Fensterfunktionen

Fiir die Kurzzeit-Fourier-Transformation und die Wavelet-Transformation werden Fensterfunk-
tionen benotigt. Dazu betrachten wir deren Eigenschaften.

1.4.1 Verschiebungs-Invarianz

Als erstes wollen wir eine Definition fiir die Fensterfunktion formulieren.

Definition 1.5 Fensterfunktion

Eine Fensterfunktion w(¢) ist ein reelles, symmetrisches, nicht-negatives Energiesignal, des-
sen Signalenergie liberwiegend im Bereich der mittleren Zeit und der mittleren Frequenz
lokalisiert ist. Man sagt, dass das Fenster ein kompaktes Signal ist. Die Symmetrie bedeutet
im Zeitbereich

w(t) =w(—t) > 0. (1.125)

Die Fourier-Transformierte des Fensters

W)= [ wit)exp(—j2mfr) dtz/w(—t)exp(—ﬂﬂ:ft) dt (1.126)

w(t'Yexp (—j2m(—f)') dt' =W (—f) (1.127)

/
/

ist dann ebenfalls symmetrisch. Die Fensterfunktion ist auf die Signalenergie ||w(z)||* = 1
normiert.
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Eine restriktive Definition fiir die Kompaktheit findet sich in Abschnitt 1.6.5, Gl. (1.310). Das
Signal x(¢) wird bei der Zeit-Frequenz-Analyse in einem um die mittlere Zeit ,, und die mittlere
Frequenz f,, verschobenen Fenster

w(t — 1) exp(j27fot) Oo— W(f — fin)exp(—j27(f — fir)tw) (1.128)

betrachtet. Dabei entspricht der Verschiebung um f,, im Frequenzbereich ein Modulationsfaktor
im Zeitbereich. Daraus folgt das ,,gefensterte” Signal x,,(¢) als das Produkt

Xw(t) =x(2) - w(t — ) exp(j2rfwt) . (1.129)

Aus verschobenen Fensterfunktionen werden die Analyse- und Synthesefenster bei der Kurz-
zeit-Fourier-Transformation gebildet. Das Fenster hat die mittlere Zeit ¢, und die mittlere
Frequenz f,,. Fiir das nichtverschobene Zeitfenster w(z) sind beide Werte definitionsgemaf
Null. Die mittlere Zeit und die mittlere Frequenz des um ¢, bzw. f,, verschobenen Fensters
w(t —t,) -exp(j27x f,,t) werden wie folgt berechnet (vgl. Gl. (1.63) und (1.64)):

. 2
7o /t, w(t —t) exp(j27fiut)| (1.130)

w(t =) exp(27fot) ||
2 < 2
= /(t—tw)-Md(t—tw)ﬂw Md(t—tw) (1.131)

2 2
[[w(z =)l S lw(e =)l
=0, nach Definition =1

_— (1.132)

_ /mf. W (f — fu)exp(—270(f — fu)tw)|?

f d 1.133
I= 1w = yesp—rzat— P (1139
r W (f = fu)
= [(f=fo) LD £
Z( ) W (f = fu)ll? ( )
=0, nach Definition
W=l
—Jw 1.134
an TR (139
=1
— f. (1.135)

Bemerkung 1.1

Verschobene Fenster w(t —t,,) exp(j27 f,,¢ ) konnen aufgrund des Modulationsfaktors auch
Funktionswerte annehmen, die komplex sind und die eventuell einen negativen Realteil
besitzen.
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Satz 1.7 Verschiebungs-Invarianz

Die Zeitdauer Gl. (1.136) und die Bandbreite Gl. (1.138) des Fensters sind unabhéngig
von der mittleren Zeit t,, und von der mittleren Frequenz f,,. Dies ist die Eigenschaft der
Verschiebungs-Invarianz.

Beweis 1.7
Mitdt =d(t—t,) und df =d(f — f) gilt

=

. 2 Rt N2
o [y et ew2n 0 T WOR
/( : (e —t) exp(j27fit)|* =) Z, (@)

—oo

(1.136)

. 2
A2 )2 (W (f = fw)exp(—j27(f = fw)tw) d(f - fu 1.137
7 / U=d) s —fw)exp(—jZﬂ(f—fw)tw)||2 Uk D
N AV
_/f HW 2 na (1.138)

Satz 1.8 Innenprodukt verschobener Fensterfunktionen

Der Betrag des Innenprodukts zweier gegeneinander zeit- und frequenzverschobener Fen-
sterfunktionen ist nur abhingig von der relativen Verschiebung und unabhéngig von der
gemeinsamen absoluten Verschiebung. Dabei sind die Zeitverschiebungen #,,, #,,, und die
Frequenzverschiebungen f,,,, fu,.

Beweis 1.8

Das Innenprodukt ist

< (t Z‘W1)exp(]2ﬂ'fW1 ) ( th)exp(]ZEfwz )> -

- / ) (= ) 0020, o)) (1.139)
_ / W YW (' + t, — ;) exp(27fray — fug) (' + b))’ (1.140)
- —Aty, —Afw

= exp(—j27A fivtw,) /w(t’)w*(t’—Atw)exp(—jZnAth’)dt’. (1.141)
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Fiir den Betrag des Innenproduktes erhélt man

[(w(t = tw,) exp(J270 fu, 1), w(t — tw, ) exp(j270 fu, 1))
= |(w(t),w(t — At,,) exp(j2rAf 1)) . (1.142)

w(t —ty) |

ty— k- A tw tw k- A

Abbildung 1.3: Verschobene Fensterfunktion

1.4.2 Leckeftekt

Die Fourier-Transformierte X,,(f) des in einem endlichen Fenster w(t —t,,) exp(j27 fi,t) be-
trachteten Signals x,,(¢) aus Gl. (1.129) wird durch Faltung mit der Fourier-Transformierten
W (f) der Fensterfunktion gegeniiber dem urspriinglichen Spektrum X (1) verfélscht.

X (f) =X ()= W(f = f) exp(=/27(f = fuw)tw) (1.143)

Dies ist der Leckeffekt. Nur bei einem Dirac-Impuls 6 (f — f,,) als Fourier-Transformierter des
Fensters tritt kein Leckeffekt auf. Diesem entspricht aber im Zeitbereich eine sich iiber einen
unendlichen Bereich erstreckende ,,Fensterfunktion‘

exp(j2mfit) . (1.144)

Gewlinscht ist eine moglichst kleine Zeitdauer und gleichzeitig mdglichst kleine Bandbreite
der Fensterfunktion. Dazu wird das Zeitdauer-Bandbreite-Produkt betrachtet.
1.4.3 Unschirferelation
Das Zeitdauer-Bandbreite-Produkt des Fensters wird gemal Gl. (1.65) und (1.66) berechnet.
o (o) f
A2~A2:/t / 2 1.145
t T 2f t f ||W f 2 f ( )

Da die Zeitdauer und die Bandbreite unabhingig von ¢, und f,, sind, wurden beide zu Null
gesetzt. Aufgrund von Gl. (1.75) und dem Satz von Parseval (vgl. Anhang A.2) kann man das
Zeitdauer-Bandbreite-Produkt im Zeitbereich wie folgt ansetzen.

—oo

2

Zw()| dt (1.146)




26 1 Signaldarstellung in Funktionenrdumen

Mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung (vgl. A.4) ergibt sich die Abschitzung

1 dw(t) d
A?-A}:m<t-w(t),t~w(t)>-< ZE), V;g)> (1.147)
1 dw(i)\ |2
> <t~w(t),:;§)>‘ . (1.148)

Durch Berechnung des Innenprodukts erhélt man die Ungleichung

oo 2
1
A2 AL > / 1.14
22 g | [ o0 w0 (1.149)
2
1 d
> _Z 2dt 1.150
= 4n2E2 / 2d ( )
1 oo 2
- W2 _/WZ 1.151
> 16”2E%<t w ()| (t)dt> (1.151)
=0 N
:Ew
1
A2 AZ > 1.152
72 Tom? (1.152)
1
A-Ap> | (1.153)

Das Zeitdauer-Bandbreite-Produkt ist immer grofBer/gleich 1 /4. Man nennt diese Ungleichung
auch Unschdrferelation. Fiir eine schmale Fensterfunktion w(¢) im Zeitbereich (und damit fiir
eine feine Auflésung im Zeitbereich) bezahlt man mit einer breiten Fensterfunktion W (f) im
Frequenzbereich (und damit mit einer groben Auflosung im Frequenzbereich) und umgekehrt.

1.4.4 GauB3-Impuls

Je grofer die Zeitdauer einer Fensterfunktion, desto geringer ist deren Bandbreite, und umge-
kehrt. Das kleinste Zeitdauer-Bandbreite-Produkt wird erreicht, wenn in der Unschérferelation
(Gl. 1.153) das Gleichheitszeichen steht. Dies gilt gerade, wenn die beiden Funktionen in der
Schwarzschen Ungleichung mit dem Faktor B zueinander proportional sind.

d
-t =0 1.154
Bot-glt)+ 1 glt) = (1.154)
Die Integration der Gleichung (1.154) ergibt den GauB3-Impuls
_ B,
g(t) = c-exp( 2t ). (1.155)

Die Konstante ¢ wird dabei so bestimmt, dass die Energie des GauB3-Impulses identisch 1 wird.

Ey=|g(n)]* =1 (1.156)
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E,= / |g(t)|2dt:cz~/exp(—ﬂtz)dt:czw/ﬂ:/ﬁ L (1.157)
c=(B/m)"/* (1.158)

Der normierte GauB3-Impuls ist somit gegeben durch
() = (B/m)"exp(-E12). (1.159)

Er ist symmetrisch in ¢, d. h. , = 0. Wegen ¢(¢) = 0 ist auch f, = 0.

Die Zeitdauer berechnet sich nach GlI. (1.65) zu
A = /ﬂ g(0)|? dt (1.160)

— (B/m)\. /tzexp(—ﬁtz)dt —1/(2B). (1.161)
Die Bandbreite berechnet sich nach Gleichung (1.82) mit ¢(#) =0 und E; =1 zu
A= L 7 (A(r))* dt (1.162)
ST 4Ax2
1T 1/4 B .1
:R/ (B/m)"/*-B-t-exp(~51%) | di (1.163)
= ﬁ—z.(ﬁ/n)l/z- /tzex (—Bt?)dt (1.164)
T 4p2 P '
_ B 1 _ B
T R (1.165)
Das Zeitdauer-Bandbreite-Produkt ist wie erwartet
1
242 _
A; ~Af_@. (1.166)

Der GauB3-Impuls ist somit die im Zeit- und Frequenzbereich kompakteste Funktion. Wéhrend
die Normalverteilung in der Wahrscheinlichkeitsrechnung den Abfall auf 1/e bei x = \ﬁax
erreicht, ist dies beim GauB3-Impuls fiir £ = 2A, der Fall. Das liegt an der unterschiedlichen
Normierung. Bei der Normalverteilung ist das Integral iiber die Wahrscheinlichkeitsdichte zu

eins normiert.

]fN(x)dx =1

(1.167)
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Abbildung 1.4: Gauf3-Impuls

Beim GauB3-Impuls hingegen wird die Signalenergie auf eins normiert.

/gz(t)dtzl (1.168)
Die Fourier-Transformierte des GauBB-Impulses ist gegeben durch

G(f) = Va(r/B)*exp (—;ﬂzfz) . (1.169)

Wihlt man anstelle von 3 die Zeitdauer A, und die Bandbreite Ay als Parameter, so erhilt man
eine symmetrische Darstellung des GauB-Impulses im Zeit- und Frequenzbereich.

1 2
g(t) = ﬁeXP(—@) (1.170)
= 1 / ) (1.171)

G(f) = —F——exp(— =
/\/277:Afe P 4A3,

1.4.5 Effektive Zeitdauer und Bandbreite

Die in Anlehnung an die Wahrscheinlichkeitsrechnung als zweites zentriertes Moment der nor-
mierten Energiedichte definierte Zeitdauer A, ist klein gegeniiber der Zeitdauer, in der das
Signal x(¢) nennenswerte von Null abweichende Amplituden aufweist. Deshalb wird alternativ
die effektive Zeitdauer Ty eingefiihrt. Die Flache unter dem Betrag des Signals |x(7)| wird
aufintegriert und mit einem flachengleichen Rechteck verglichen, dessen eine Seite gleich der
maximalen Amplitude xm,x des Signals |x(¢)| ist. Dadurch erhélt man eine Abschitzung, fiir
welche effektive Zeitdauer T g das Signal x(¢) nennenswerte Energieanteile aufweist. Dabei sei
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x(t) auf die Signalenergie 1 normiert.

Iew= dt (1.172)

Beispiel 1.5 Effektive Zeitdauer (nach Flichengleichheit)

Das betrachtete Energiesignal sei

Der Vorfaktor xpmax = \/% stellt die Normierung auf die Signalenergie 1 sicher. Man erhélt
die effektive Zeitdauer

T/2 T
t
Tp— / cos (n ) dt = = ~ 0,637 T.
T /4
-T2

v

Abbildung 1.5: Effektive Zeitdauer einer Cosinus-Halbwelle

Die effektive Zeitdauer nach dem Flachengleichgewicht wird speziell dann verwendet, wenn
man bei periodischer Wiederholung von Signalverlaufen Aliasing vermeiden will. Bei der
Gabor-Reihe wird zum Beispiel das Spektrum der Kurzzeit-Fourier-Transformation abgetastet,
wobei die Analyse-Fensterfunktion y(t — mT) in diskreten Vielfachen von T ~ T verschoben
wird (siehe Abschnitt 2.2). Durch ausreichend kleine diskrete Verschiebungszeiten 7" bleibt der
Informationsgehalt des Signals x(z) erhalten.
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Beispiel 1.6 Zeitdauer (entsprechend Varianz)

Gegeben ist das auf die Energie 1 normierte Signal x(¢) aus Beispiel 1.5.

x(t) = \/gcos (77:%) rr(t)

o

E = / ()2 di = 1

—oo

Die Zeitdauer berechnet sich mit ¢, = 0 nach Gleichung (1.69) zu

Das Integral lasst sich mit Hilfe der Produktregel [udv = uv — [ vdu lsen. Dabei wird

u==t>, du=2tdt

t 1 T . t
dv=cos’(m—)dt, v=—t+-—sin2m—)

T 2" an T
gesetzt. Man erhalt
T/2
2 1T t \ |2
A2 =Z ||| zt+—sin(2rn— —/tz —tsin(2m—)dt
(=7 { (2 +4nsm( nT)> p +3 sin(2w )
T/)2
T 201, T (T> .t T t |
=— —Z |2+ — | —sin(2n=)— —rcos(2m—
4T {3 T (4n2sm( )~ 2! ool ”T)) L
*szfoeri Zcos(7r)+zcos(7r)
T4 6 2m2\2 2
> 71?
= — — — ~0,032673-T°.
12 272

Daraus folgt fiir die Zeitdauer A,
A ~=0,181-T.

Die Zeitdauer A, ist wesentlich kleiner als die effektive Zeitdauer Tp4.

Die Zeitdauer A; ist lediglich ein MaB fiir die zeitliche Verteilung des Signals. Will man den
Zeitbereich kennzeichnen, in dem das Signal x(¢#) nennenswerte Energieanteile aufweist, so
muss man ein Mehrfaches von A; ansetzen, in diesem Beispiel evtl. 4 - A;. Dies entspricht dem
Vorgehen in der Wahrscheinlichkeitsrechnung, wo der Vertrauensbereich in Vielfachen von o
angegeben wird [22].
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| ‘ |
5 — A e EE

Abbildung 1.6: Zeitdauer einer Cosinus-Halbwelle

v

In Analogie zur effektiven Zeitdauer wird die effektive Bandbreite

po X0

1.1
Yoo af (1.173)

definiert. Fir die Beziehung zwischen der effektiven Bandbreite Feg und der Bandbreite Ay

gelten dieselben Uberlegungen wie fiir die Beziehung zwischen der effektiven Zeitdauer T.g
und der Zeitdauer A;.

Beispiel 1.7  Effektive Zeitdauer und Bandbreite des Gauf3-Impulses
Fiir den GauB3-Impuls

- (2) en ()

ist die effektive Zeitdauer

=

Tg = l2(0) dt = /exp <_/23t2> dt = 27

&max
oo

—oo

und die effektive Bandbreite

FéPF:/|gr(nj2|df=/e)(p<—;ﬂ'2f2> df:\/g.

Daraus folgt das Produkt
Tegr-Fer = 1.



