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I. Elektrostatik

§1. Grundlegende Erfahrungstatsachen

Die Elektrostatik ist die Lehre von den ruhenden elektri-
schen Ladungen. Die &lteste Methode, Kérper in den elek-
trisch geladenen Zustand zu versetzen, besteht darin, sie mit-
einander in innige Beriihrung zu bringen, was am besten durch
Reiben aneinander bewirkt wird. Sind die Kérper chemisch
verschieden, so sind sie dann im allgemeinen nach dem Aus-
einanderziehen elektrisch geladen. Das Vorhandensein elek-
trischer Ladungen &uBert sich an dem Auftreten gewisser
Krifte, die im ungeladenen Zustand fehlen. Die experimen-
telle Erforschung dieser Krifte fithrte zu den folgenden quali-
tativen Erkenntnissen:

1. Es gibt zwei Arten elektrischer Ladung, positive und
negative. Ungleichnamige Ladungen ziehen sich an, gleich-
namige stoBen sich ab (du Fay, um 1735).

Nach unsern heutigen Kenntnissen enthalten alle Kérper posi-
tive und negative Ladungen in so groBer Menge, daB man sie nicht
vollstindig voneinander trennen kann. Die dazu erforderlichen
Krifte wiirden unsere technischen Moglichkeiten bei weitem iiber-
steizen. Im normalen, ungeladenen Zustand enthilt ein Korper
gerade so viel positive und negative Ladung, dafl die Kraft eines
anderen, geladenen Korpers auf ihn verschwindet.

2. Die elektrische Ladung besitzt Substanzcharakter, d. h.
sie kann weder erzeugt noch vernichtet, sondern nur von
einem Korper auf den anderen itbertragen werden.

3. In groben Ziigen kann man die Korper einteilen in Leiter
und Niehtleiter (Gray, 1729).

Durch ‘Nichtleiter oder Isolatoren vermbgen elektrische La-
dungen nur in sehr geringem MaBe hindurchzuwandern, durch
Leiter dagegen fast ohne Widerstand. Es gibt aber dazwischen
Uberginge.

4. Ebenso wie die Materie besitzt auch die elektrische La-
dung eine atomistische Struktur.

Der direkte, experimentelle Beweis dafiir wurde 1913 von
Millikan erbracht. Indirekt hat man diese Tatsache schon viel
frither aus den Gesetzen iiber die chemischen Umwandlungen beim
Durchgang elektrischer Ladungen durch Salzlosungen (Elektro-
lyte) erschlossen (Faraday, 1834). Die positiv geladenen Elektrizi-
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tatsteilchen in den Atomen heiBen Atomkerne; die negativ ge-

ladenen heiBen Elektronen. Wir werden hier auf die Struktur der

Atome nicht eingehen. Jedoch benutzen wir die Vorstellung, daB

sich alle Ladungen aus sehr vielen kleinen geladenen Teilchen zu-

iammensetzen, die einzeln als punktiormig angesehen werden
onnen.

§2. Die elektrische Ladung und elektrische
Feldstirke

Um zu einer einwandfreien Definition des Begriffes ,,elek-
trische Ladung* zu gelangen, betrachten wir folgenden Ver-
such: Wir laden einen Korper K elektrisch auf und halten ihn
dann in konstanter Lage und unverdnderlichem Ladungs-
zustand fest. In die Nihe von K bringen wir nacheinander
einige kleine, elektrisch geladene Probekorper an verschie-
dene Stellen und messen die auf sie wirkenden Krifte. Davon
subtrahieren wir die Kréfte, die im ungeladenen Zustand auf
die Probekérper an denselben Stellen wirken. Fiir die rest-
lichen Kréfte findet man das folgende Gesetz: Die Richtung
der elektrischen Kraft auf verschiedene Probekorper am glei-
chen Ort ist gleich, Das Verhaltnis der Krifte auf zwei Probe-
korper am selben Ort ist unabhéngig vom Ort, hdngt also nur
von dem Zustand der Probekorper ab.

Die atomistische Struktur der elektrischen Ladung macht
dieses Resultat plausibel. Wir wollen dabei im Augenblick
von der Gesamtheit der positiven und negativen Ladungs-
teilchen absehen, welche bereits im elektrisch neutralen Zu-
stand im Probekoérper vorhanden sind, und nur die zahl-
reichen identischen Teilchen der iiberschiissigen Ladung be-
trachten. Wenn der Probekorper klein genug ist, erfahren
diese alle von dem Kérper K die gleiche Kraft. Die Gesamt-
kraft ist also ihrer Anzahl proportional. Das Verhiltnis der
Krifte auf zwei verschieden geladene Probekirper, die nach-
einander an den gleichen Ort gebracht werden, ist gleich dem
Verhiltnis der Anzahl der Ladungsteilchen. Es ist daher vom
Ort unabhéngig. Zugleich macht diese Betrachtung deutlich,
wann der Probekorper als klein genug anzusehen ist. Die
Kraft des Korpers K auf die Ladungsteilchen an verschie-
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denen Stellen des Probekorpers mull gleich sein. Makro-
skopisch zeigt sich das daran, daf sich die. Gesamtkraft bei
einer Verschiebung des Probekorpers um eine Strecke von
der GroBenordnung seiner linearen Abmessungen praktisch
nicht dndert.

Die obige Erfahrungstatsache kann man folgendermaSen
zusammenfassen: Die elektrische Kraft aui den Probe-
korper ist gleich dem Produkt aus einem skalaren, nur von
den Eigenschaften des Probekorpers abhingigen Faktor ¢
mal einem vektoriellen, nur vom Ort abhéangigen Faktor €:

& = 46. (1)
Den Faktor ¢ nennt man die elektrische Ladung des Probe-
korpers. Der Faktor € ist die elektrische Feldstarke, welche
der Korper K in seiner Umgebung erzeugt. Selbstverstind-
lich definiert die eine Gleichung (1) nicht die beiden GréBen ¢
und €. Der geschilderte Versuch zeigt aber, wie man im Prin-
zip das Verhiltnis der Ladungen zweier Korper durch Mes-
sung der elektrischen Krifte am gleichen Ort bestimmen
kann. Dieses Verfahren, zwei Probekérper miteinander zu
vergleichen, definiert eine Eigenschaft dieser Korper, eben
ihre elektrische Ladung, welche damit als Grundgrofe ein-
gefiihrt istl).

In dieser Betrachtung ist wobl zu beachten, daB nach Voraus-
setzung der Zustand des Korpers K durch den Probekdrper nicht
verindert werden darf. Das ist im allgemeinen nur erfiillt, wenn
die Ladung ¢ des Probekorpers geniigend klein ist, so daB die Kraft,
mit der sie auf die einzelnen Ladungsteilchen von K zuriickwirkt,
eine vernachlissighar geringe Wirkung hat. Aber auch bei sehr
kleinem ¢ wird ‘diese Bedingung verletzt, sobald der Abstand der
Oberflichen des Probekdrpers und des Koérpers K mit den Atom-
abmessungen vergleichbar wird. Wenn z. B. K eine Fliissigkeit ist,
so erfihrt ein eingetauchter ungeladener Probekérper auch eine
Kraft, ndmlich den Auftrieb. Diese ,,mechanischen‘ Kriite sind
nach unsern heutigen Kenntnissen im wesentlichen ebenfalls elek-
trische Krifte und rithren davon her, dafl sich die Verteilung der
Elektronen und Atomkerne in jedem Korper dndert, wenn er sich
anderen Korpern bis auf Entfernungen von der GréBenordnung
der Atomabmessungen nihert. Sie hingen im allgemeinen auch

1) Siehe W. Doring: Binfiihrung in die theor. Physik I, Mechanik, Samm-
lung Gdschen Bd. 76, § 1 und § 15.
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noch von der Ladung des Probekdrpers ab und kénnen daber nich$
eliminiert werden, indem man von der Kraft auf den geladenen
Probektrper die Kraft auf den ungeladenen Probekorper am glei-
chen Ort subtrahiert.

Kraftmessungen mit makroskopischen Probekérpern liefern
daher nach (1) nur die Feldstirken im Vakuum. Aussagen iiber die
elektrischen Felder im Innern der Materie erhilt man durch Extra-
polation der Gesetze fiir die elektrischen Felder im Vakuum auf
atomare Probekdrper und subatomare Entfernungen. Dieses Vor-
gehen hat sich an der Erfahrung bewihrt. Wenn man sich vor-
stellt, dafl alle Korper aus praktisch punktformigen Elektronen
und Atomkernen aufgebaut sind, erhilt man auf diese Weise fiir
das Innere der Korper einen sehr zackigen Verlauf von €. Das,
was man makroskopisch unter der Feldstirke im Innern eines
Koérpers versteht, ist ein gewisser Mittelwert davon (vgl. § 5 und 6).

§3. Das Coulombsche Gesetz

Das Kraftgesetz zwischen ruhenden elektrischen Ladungen
wurde experimentell von Coulomb im Jahre 1785 durch Mes-
sungen mit Hilfe der Drehwaage gefunden. Es lautet: Die
elektrische Kraft § zwischen zwei geladenen Korpern, deren
Ausdehnung klein gegen ihren Abstand r ist, hat die Richtung
der Verbindungslinie zwischen den beiden Korpern. Ihr Be-
trag F ist den Ladungen ¢, und @, der beiden Korper pro-
portional und dem Quadrat ihres Abstandes umgekehrt pro-
portional. Man schreibt dies Gesetz heute meist in der Form:

1 &6
F= g 4mr? @)
Dadurch, daB der Proportionalitatsfaktor */4me, genannt
wird, tritt im Nenner nicht 72, sondern die Oberfliche 472
einer Kugel vom Radius 7 auf. Das wird sich nachher als
zweckmibig herausstellen,

Die Grille g, ist eine Naturkonstante mit der Dimension
(Ladung)?
Kraft - Fliche
dungseinheit ab. Die heute am meisten benutzte Ladungs-
einheit 1 .Coulomb wird dadurch festgelegtk; ;1&13 man den
Zahlenwert von g, in der Einheit %J%%

Ihr Zahlenwert hiangt von der gewéhlten La-

vorschreibt,
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Aus Griinden, die wir erst spiter (§ 29) durchschauen werden,
wihlt man ihn so, dal ¢, mal dem Quadrat der Vakuumlicht-
geschwindigkeit ¢, einen mathematisch einfachen Zahlen-
wert annimmt, namlich

o 10* Coulomb? 10  Coulomb? 9

€% = 4z dyn -sek? 4z Newton + sek® @

¢, hat den Wert ¢, = 2,9976 - 10° m/sek. In der Formel (2) ist
o eine benannte GroBe, keine Zahl!

In der theoretisch-physikalischen Literatur wird vielfach noch
ein anderer Ladungsbegriff benutzt, der sich von dem in § 2 defi-
nierten Grundbegriff § unterscheidet. Die elektrostatisch defi-
nierte Ladung @, ist eine abgeleitete GroBe, die zu @ proportional
ist und so definiert wird, dafl bei ihrer Verwendung der Proportio-
nalititsfaktor 4me, im Coulombschen Gesetz verschwindet. Sie
kann demnach folgenderma8en erklirt werden: Die elektrostatisch
definierte Ladung @, eines Korpers ist gleich der Wurzel aus der
elektrischen Kraft auf einen anderen Kérper mit der gleichen La-~
dung im Vakuum, multipliziert mit dessen Abstand. Zwei Korper,
bei denen die elektrostatisch definierten Ladungen die Werte @s,
und @, haben, iiben aufeinander die Kraft

Qu * Qaz
F=nn ®

aus. Der Vergleich mit (1) ergibt als Zusammenhang zwischen den
GroBen @ und @5 des gleichen Korpers

Q
= _'. 4
% ]/47: & @
Ist @ = 1 Coulomb, so erhilt man daraus

1 Coulomb n e
Qs = /10 Coulomb® =3 Vdyn - sek=2,9976 - 10° g ¥1cm ¥asek-1.

¢ dyn sek®

Die Grofle 1 ]/dyn cm = 1g% ¢m® sek-! nennt man auch ,,eine
elektrostatische Ladungseinheit*. '

Wir wollen im folgenden den elektrostatischen Ladungsbegriff @5
nicht benutzen, da er anscheinend allmihlich auBer Gebrauch
kommt. In §33 werden wir einige Formeln auf die anderen, mit
Hilfe von @ definierten.Begriffe umschreiben. Da (4) eine GriBen-
gleichung darstellt, die von der Wahl der Einheiten unabhingig
ist, kann man jede Grofengleichung, in der @ vorkommt, in eine
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andere GréBengleichung umwandeln, in der s vorkommt. Fiir
das Formelrechnen ist es also gleichgiiltig, ob man @ oder g; be-
nutzt. Diese nahezu triviale Tatsache ist merkwiirdiger Weise oft
bestritten worden. Beim Zahlenrechnen ist manchmal die Be-
nutzung von @, manchmal die von @s bequemer.

§4. Das elektrostatische Potential

Das elektrische Feld einer gegebenen Ladungsanordnung
148t sich auf Grund des Coulombschen Gesetzes unmittelbar
hinschreiben. Ein Elektrizititsteilchen mit der Ladung e;,
dessen Lage durch den Ortsvektor r; gegeben ist, itbt auf eine
Probeladung ¢ am Endpunkt des Vektors t eine Kraft aus,
welche die Richtung des Vektors v — r; hat und den Betrag

eiq
dmey |t —4l*

Stelle die Feldstirke

Dieses Teilchen erzeugt demnach an dieser
€; . r—1
dmeg |t — 152 |r—1;
diese Ausdriicke iiber alle N Ladungen des betrachteten Kor-
pers, so erhilt man das gesamte Feld
1 y €j
= ey B g ) @

i Summiert man

Daraus lassen sich eine Reihe von Eigenschaften des elek-
trischen Feldes ablesen. Als erstes stellen wir fest: @ kann als
Gradient!) einer skalaren Ortsfunktion ¢(r) geschrieben
werden:

€= — grad¢. (2)
Die Funktion ¢(r) lautet
- _ 4
() = 4 e, j§1 fe—1| 3)

Die Richtigkeit dieser Beziehung bestitigt man leicht durch
Ausrechnen in Koordinaten. Die Funktion ¢(r) heiBt das elek-
trostatische Potential. Es ist durch (2) nur bis auf eine will-
kiirliche additive Konstante bestimmt. In (3) ist iiber diese so

1) Im folgenden wird die Vektoranalysis als bekannt vorausgesetzt. An den
Stellen, wo ein Begriff der Vektoranalysis zum erstenmal auftritt, wird jedes
Mal verwiesen auf den entsprechenden Paragraphen in: S, Valentiner, Vektor-
analysis, Sammlung Goschen Bd. 354. Hier vgl. § 21.
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verfiigt worden, da8 ¢ in unendlich groBem Abstand von dem
geladenen Korper verschwindet.

Aus (2) folgt weiter: Das Linienintegral tiber die Feld-
stirke € zwischen zwei Punkten P, und P, ist unabhingig
vom Wege zwischen ihnen gleich der Differenz der elektro-
statischen Potentiale i:I[l’l P, und P,:

Pl b
JCit=—fgrad pdv= @(P) — p(P).  (4)

P, P,

Diese Beziehung gilt allgemein fiir jeden Gradienten einer
skalaren Ortsfunktion und daher auch fiir das elektrische
Feld €. Multipliziert man (4) mit der GroBe ¢ der Probe-
ladung, so erhilt man links die Arbeit, welche die Kraft des
geladenen Korpers auf die Probeladung bei deren Bewegung
von P, nach P, leistet. Man kann also auch definieren: Die
Differenz der elektrostatischen Potentiale ¢(P,) — @(P,) in
zwei Punkten P; und P, ist gleich dem Quotienten aus der an
der Probeladung geleisteten Arbeit bei der Bewegung von P,
nach P, dividiert durch die Probeladung.

Die Potentialdifferenz zwischen zwei Punkten bezeichnet
man als die Spannung zwischen ihnen. Sie hat die Dimension
Arbeit/Ladung. Die iiblichste Einheit der Spannung hat
einen eigenen Namen:

Newton - m

1 —— = 1 Volt. 5)

Coulomb
Nach (4) verschwindet das Linienintegral iiber € lings
eines geschlossenen Weges: Gdt — 0 (©)

Das 148t sich auch direkt physikalisch einsehen. Wenn die
Arbeit der Kraft des geladenen Korpers an der Probeladung
bei einem geschlossenen Umlauf nicht null wire, sondern
positiv, so konnte man durch wiederholtes Umlaufen eine be-
liebig groBe Arbeit gewinnen, ohne dal dafiir ein Aquivalent
vorhanden wire, denn der Zustand des geladenen Korpers
sollte ja voraussetzungsgemil dabei konstant sein. Wire das
Umlaufsintegral negativ, so gilt fiir Umléunfe in umgekehrter
Richtung dasselbe. Da dieses Resultat dem Satz von der Er-
haltung der Energie widerspricht, muB also $Edr = 0 sein.
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Diese Eigenschaft des elektrostatischen Feldes ist gleich-
wertig mit der Aussage: Das elektrostatische Feld ist wirbel-

frei?): 10t G = 0 ™
oder in Koordinaten ausgeschrieben

0B, oE,  9E, OE, | 9k, 0E,

=% m aw %y = ®
Das folgt unmittelbar aus (2) wegen der Vertauschbarkeit
der Reihenfolge der Differentiationen bei mehrfachen parti-
ellen Ableitungen oder auch aus (6) mit Hilfe des Stokes’schen
Integralsatzes.

§5. Die Raumladungs- und Flachenladungsdichte

In einem makroskopischen geladenen Korper ist niemals
die Lage jedes einzelnen Ladungsteilchens bekannt, sondern
nur ihre mittlere Verteilung, welche durch Angabe der Raum-
ladungsdichte und Flidchenladungsdichte beschrieben wird.
Unter der Raumladungsdichte p versteht man den Quotienten
aus der Gesamtladung AQ innerhalb eines Volumens AV
dividiert durch AV:

0= Ay @)
Dabei wird vorausgesetzt, daB dieser Quotient von AV un-
abhingig ist. Das ist innerhalb gewisser Grenzen meist der
Fall. Die linearen Abmessungen von AV diirfen nur nicht so
Kklein sein, daB sie mit dem mittleren Abstand der Atome ver-
gleichbar werden. Sonst dndertsich ndmlich unter Umsténden
AQ bei einer geringfiigigen Anderung der GroBe und Lage
von AV sehr erheblich. AV darf andererseits auch nicht so
groB sein, daB sich in seinem Innern die makroskopischen
mittleren Eigenschaften merklich &ndern. Diese Bedingungen
sind nicht nur bei der Definition der Raumladungsdichte zu
beachten, sondern bei allen makroskopischen spezifischen
GroBen wie z. B. der Massendichte. :
An der Oberfliche von geladenen Korpern kann man jedoch
die Verteilung der Ladung nicht durch Angabe einer Raum-

1) 8. Valentiner: Vektoranalysis, Sammlung Gdschen Bd. 854, § 26 und 27.
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ladungsdichte sinnvoll beschreiben. Hiaufig liegen dort die
Ladungsteilchen nur in einer diinnen Oberfldchenschicht,
deren Dicke wenige Atomabstinde betrigt, so daB A4Q nicht
dem Volumen AV proportional ist, sondern dem Flichen-
stiick Af, welches das betrachtete Volumen aus der Oberfliche
ausschneidet. Innerhalb der oben erwdhnten Grenzen ist dann
der Quotient AQ

o="4 @)

von Af unabhingig. ¢ nennt man die Oberflichenladungs-
dichte.

Wenn bei einem Kérper nicht die Lage aller Ladungsteil-
chen genau bekannt ist, sondern nur die Raumladungs- und
Flachenladungsdichte, kann man natiirlich auch nicht das
elektrostatische Potential exakt berechnen. Dieses ist nach
(§ 4; 3) im Innern des Korpers eine sehr zackige Funktion
des Ortes, welche in der Nahe jedes Ladungsteilchens iiber
alle Grenzen steigt. Da p und ¢ nur die mittlere Ladungs-
verteilung wiedergeben, kann man aus ihnen auch nur das
makroskopisch gemittelte Potential ausrechnen, in welchem
diese atomaren UnregelmaBigkeiten durch einen geeigneten
MittelungsprozeB ausgeglittet worden sind. Dieses gemittelte
Potential gehort in Strenge zu einer Ladungsverteilung,
welche aus der wirklichen durch eine Verschmierung der La-
dung jedes Elektrons und Atomkerns iber ein im Vergleich
zu den Atomabstinden groBes Volumen hervorgeht. Bei ihr
ist die Ladung kontinuierlich verteilt in solcher Weise, dag in
jedem beliebig kleinen Volumenelement dV die Ladung edV
und auf jedem Oberflichenelement df die Ladung odf ent-
halten ist. Befindet sich das Volumenelement ¢V am End-
punkt des Vektors t’, so ist nach (§ 4; 3) sein Beitrag zum

Potential durch elr |1): 7]

alle Volumen- und Oberﬂachenelemente erhilt man demnach
fir das makroskopisch ausgeglittete Potential

“wl A e ®

gegeben. Durch Integration iiber
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§ 6. Die Quellen des elektrischen Feldes

Aus der allgemeinen Formel (§ 4; 1) fiir € ergibt sich eine
weitere wichtige Eigenschaft des elektrostatischen Feldes,
wenn man das Oberflichenintegral fiber die Normalkompo-
nente E, der Feldstirke iiber eine geschlossene Hiillfiiche O
bildet, also die Griofe g E,df.

& Darin ist E,, positiv zu wéihlen,
wenn € mit der Richtung
der duleren Normalen einen
spitzen Winkel -einschlieBt,
sonst negativ. Wir berechnen
dasIntegral zunéchstfiir einen
Summanden von (§ 4; 1).

Abb. 1. Zur Integration der elek- 1 o
trischen Feldstirke iiber eine L )

geschlossene Hiillfliche O. 8= r].la (t— ri)'

T 47180 [t -
Ist a der Winkel zwischen der Normalen auf einem Flichen-
element Af und dem Vektor §; (vgl. Abb. 1), so hat die Nor-
malkomponente von §; die Grofie Ej, = |G| cos a. Also ist
EpnAf = %’80 . l?s—arjé Die GroBe cosa df ist gleich der
Projektion des Flichenelementes A7 auf eine Kugelfisiche
durch A4f, deren Mittelpunkt in der Ladunge; liegt. Der Quo-
tient aus cos aAf und dem Quadrat desKugelradius [t — 1]
nennt man den rdumlichen Winkel A£2 von Af. Man kann AQ
anschaulich kennzeichnen als die Fliche, die ein Kegel mit
der Spitze in ¢; durch den Rand von Af aus der Einheitskugel
ausschneidet. Man beachte, daB der Radius der Einheitskugel
die Zahl 1 ist, also keine Linge. Dementsprechend ist auch
AL dimensionslos. AL ist positiv, wenn die §ufere Normale
auf Af mit t — 1; einen spitzen Winkel bildet, sonst negativ.
Man erhilt also e

EpnAf = M—’% 490, @
Bei Summation dieses Ausdruckes iiber die geschlossene
Hiillfiiche O und Grenziibergang zum Integral sind zwei Fille
zu unterscheiden: Liegt ¢; im Innern der Fléache, so ist é‘/d.Q




