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            Ein paar Worte voraus…
 
          

           
            „Übung macht den Meister“; das kennen Sie. Wir wollen es noch etwas pointierter sagen: Nur wenn Sie auch intensiv üben, können Sie ein Meister werden. Dabei geht es uns gewiss nicht darum, dass Sie sich tausenderlei Rechentricks aneignen, sondern dass Sie die Denkstrukturen trainieren, mit denen Sie Lösungswege aufspüren und dabei „Abstürze“ vermeiden können. Nicht der Erwerb von Fertigkeiten, sondern von Fähigkeiten steht im Vordergrund. Dies gilt, wie auch schon in unserem Lehrbuch „Mathematik für Ingenieure“, immer wieder auch bezüglich der Übersetzungsprozesse zwischen technischem Sachverhalt und mathematischer Form.
 
            So begann das Vorwort bei Erscheinen der Erstauflage vom „Übungsbuch zur Mathematik für Ingenieure“ im Sommer 2002. An dieser darin ausgedrückten Intention hat sich nichts geändert, obwohl es bei der nun vorliegenden dritten Auflage eine ganze Reihe von Neuerungen gibt:
 
            Zum einen gehört das Buch nun zu der Reihe „Mathematik für Angewandte Wissenschaften“, in der der de Gruyter Verlag vor zwei Jahren die Neuauflagen der verschiedenen Mathematikbücher der Autoren dieses Bandes zusammengefasst hat. Zum anderen ist nun mit Jiří Horák von der TH Ingolstadt ein Professor einer anderen Hochschule hinzugekommen, was zu einer noch größeren Vielfalt bei den Übungs- und Klausuraufgaben führt. Neben zahlreichen Übungsaufgaben in bisher weniger ausführlich oder noch nicht behandelten Gebieten (Vektorräume, Ausgleichsrechnung, LAPLACE-Transformation) ist als größte Neuerung im Vergleich zur Vorauflage das Kapitel 10 zu nennen, in dem wir echte tatsächlich gestellte Klausuren mit Lösungen und Bewertungsschema den Lesern zur individuellen finalen Prüfungsvorbereitung zur Verfügung stellen.
 
            Nach wie vor orientiert sich das vorliegende Übungsbuch an dem im vorigen Jahr in der 5. Auflage erschienenen Lehrbuch „Mathematik für Angewandte Wissenschaften“. Es kann aber ohne Weiteres bei Kenntnis der zitierten Definitionen und Sätze auch allein benutzt werden. Dem Benutzer des Lehrbuchs erleichtern viele Querverweise (mit LB gekennzeichnet) das Auffinden der entsprechenden Grundlagen. Die Einteilung der Kapitel 1–9 und ihrer Abschnitte entspricht genau der des Lehrbuchs; die dort gestellten Übungsaufgaben finden Sie hier jeweils am Anfang eines Abschnittes mit der gleichen Nummerierung wieder, es wurden lediglich manchmal sprachliche Umformulierungen für Nichtbesitzer des Lehrbuchs vorgenommen. Danach folgen jeweils weitere einschlägige Aufgaben des Themenbereichs. Bei allen Aufgaben sind die Lösungsschritte lückenlos wiedergegeben, um das oben beschriebene Ziel bestmöglich realisieren zu können.
 
            Unser Dank gilt dem de Gruyter Verlag, namentlich Frau Nadja Schedensack, für die gute Zusammenarbeit sowie unseren Kollegen an der Hochschule München und der Technischen Hochschule Ingolstadt für die Überlassung von Übungs- und Prüfungsaufgaben sowie für wertvolle Beiträge dazu.
 
            Unseren Familien danken wir an dieser Stelle noch für die große Nachsicht, die sie während der Erstellung der Texte wieder mit uns gehabt haben.
 
            München und Ingolstadt, im Februar 2019
 
            J. Erven, D. Schwägerl, J. Horák

          
        
      
      
        
           
            1 Grundlagen
 
          
 
          
            1.1 Mengen und Funktionen
 
             1. Geben Sie die Potenzmengen von A={a,b}, B={a,{a}}, C=∅ und D={∅} und E=P(D) an.
 
             
              Lösung:
 
              Da A zwei Elemente hat, besitzt die Potenzmenge von A 22=4 Elemente, nämlich die einelementigen Teilmengen {a} und {b}, die Menge A selbst sowie die leere Menge. Also: 

               P(A)={{a},{b},{a,b},∅} 
              

               Auch B besitzt zwei Elemente, wobei man zwischen dem Element a und der einelementigen Menge {a} unterscheiden muss. Man erhält demnach die Potenzmenge von B am einfachsten dadurch, dass man in P(A) einfach b durch {a} ersetzt: 

               P(B)={{a},{{a}},{a,{a}},∅} 
              

               Die leere Menge C besitzt nur sich selbst als Teilmenge, also P(C)={∅}.
 
              Es ist D={∅}=P(C) (siehe oben), besitzt also als einelementige Menge nur die leere Menge und sich selbst als Teilmengen: 

               P(D)={∅,{∅}} 
              

               Unter Benutzung von P(A) erhält man nun mit a=∅, b={∅}: 

               P(E)={{∅},{{∅}},{∅,{∅}},∅} 
              

            
 
             2. Stellen Sie mithilfe der obengenannten Regeln folgende Mengen möglichst einfach dar (dabei seien A, B und C beliebige Mengen in einer Grundmenge G): 
               
                	a)

                	 
                  M=((A∩B)∪(A‾∩B))∪(A∩B‾)
 
 
                	b)

                	 
                  N=[(A∩(A‾∪B))∪(B∩(B∪C))]∪[B∩C]
 
 
              
 
            
 
             
              Lösung:
 
              a) 

               M=((A∩B)∪(A‾∩B))∪(A∩B‾)=((A∪A‾)∩B)∪(A∩B‾)(Distributivgesetz)=B∪(A∩B‾)(wegenA∪A‾=GundG∩B=B)=(B∪A)∩(B∪B‾)(Distributivgesetz)=B∪A(wegenB∪B‾=GundG∩X=X)=A∪B(Kommutativgesetz) 
              

               b) Neben dem Distributivgesetz benutzen wir folgende für beliebige Mengen X und Y geltende Regeln, die sich unmittelbar aus der Definition der Teilmenge ergeben: 

               X∩Y⊆Xbzw.X∩Y⊆YsowieX⊆Y⇒X∪Y=YN=[(A∩(A‾∪B))∪(B∩(B∪C))]∪[B∩C]=[((A∩A‾)∪(A∩B))∪((B∩B)∪(B∩C))]∪[B∩C]=[(∅∪(A∩B))∪(B∪(B∩C))]∪[B∩C]=[(A∩B)∪B]∪[B∩C]=B∪[B∩C]=B 
              

            
 
           
          
            1.2 Reelle Zahlen und reelle Funktionen
 
             1. Betrachten Sie die Funktionen f1(x)=11+x2, f2(x)=x3+x und f3(x)=|x|−x. 
               
                	a)

                	 
                  Bestimmen Sie Definitions- und Wertebereich von jeder Funktion.
 
 
                	b)

                	 
                  Prüfen Sie, welche Funktionen davon injektiv/surjektiv/bijektiv sind. Welche sind (streng) monoton wachsend/fallend, beschränkt (in welche Richtung?), gerade/ungerade?
 
 
                	c)

                	 
                  Bestimmen Sie f2([0,2]), f1−1({0}), f3−1({0}) und f1−1(f1([0,1])).
 
 
              
 
            
 
             
              Lösung:
 
              a) Bei allen drei Funktionen ist der Definitionsbereich ganz R, da jede der gegebenen Rechenvorschriften für beliebiges x∈R eindeutig ausführbar ist. Auch die Wurzel bei f3 bereitet kein Problem, da wegen der für alle x∈R gültigen Tatsache x≤|x| der Radikand nie negativ wird.
 
              Zähler und Nenner von f1 sind stets positiv, also gilt f1(x)>0 für alle x∈R.
 
              Wegen 1≤1+x2 ist außerdem f1(x)≤1, woraus unmittelbar Wf1⊆]0,1] folgt. Dass sogar Wf1=]0,1] gilt, sieht man so: Es ist zu überlegen, welche(s) x auf ein beliebig gegebenes y∈]0,1] abgebildet wird/werden. Dazu lösen wir auf: 

               y=11+x2⇔x2=1y−1⇔x=±1−yy 
              

               Dies ist wegen y∈]0,1] stets so möglich.
 
              Zur Bestimmung des Wertebereichs von f2 benutzen wir die unter b) zu begründende Tatsache, dass die Funktion streng monoton wächst und weder nach oben noch nach unten beschränkt ist. Um zu zeigen, dass Wf2=]−∞,∞[ ist, gibt man einen beliebigen Wert y vor und bestimmt nun ein x mit f2(x)=y wie folgt:
 
              Da f2 unbeschränkt ist, gibt es Stellen a1 und b1 mit f2(a1)<y<f2(b1), zwischen denen wegen der strengen Monotonie das gesuchte x liegen muss. Wir bestimmen das arithmetische Mittel d von a1 und b1 und berechnen f2(d). Ist zufällig f2(d)=y, so ist man fertig. Ist f2(d)<y, so setze man a2=d und b2=b1; ist f2(d)>y, so setze man b2=d und a2=a1. Wegen der strengen Monotonie muss x nun im Intervall ]a2,b2[ liegen. Dieses Verfahren setzt man fort, bis man mit d das gesuchte x genau trifft; ist dies nicht der Fall, so erhält man auf diese Weise eine Intervallschachtelung für x.
 
              Dass für ein so konstruiertes x gerade f2(x)=y gilt, sieht man folgendermaßen:
 
              Wegen der Intervallschachtelungseigenschaft konvergieren die beiden Folgen an und bn gegen x. Damit konvergiert aufgrund elementarer Grenzwertsätze, die wir im Lehrbuch in Kapitel 1.7 nochmals wiederholen, die Folge f2(an)=an3+an gegen x3+x=f2(x). Andererseits ist nach Konstruktion jedes f2(an) kleiner als y, also ist der Grenzwert dieser Folge x3+x kleiner oder gleich y. Völlig analog schließt man aus f2(bn), dass auch x3+x≥y sein muss, womit x3+x=f2(x)=y bewiesen ist.
 
              Bemerkung: Unter der Benutzung der Stetigkeit von f2 folgt die Existenz von x mit einem ähnlichen Ansatz sofort aus dem Zwischenwertsatz (vgl. LB 1.7).
 
              Der Wertebereich von f3(x)=|x|−x ist [0,∞[, denn:
 
              Wegen der Wurzel können einerseits nur Werte ≥ 0 angenommen werden; ist andererseits y∈[0,∞[ beliebig gewählt, so ist mit x=−y22 gerade f3(x)=y.
 
              b) Zur Injektivität muss untersucht werden, ob verschiedenen Argumenten auch verschiedene Bilder zugeordnet werden. Dies ist bei f1 nicht der Fall, da zum Beispiel f1(1)=12=f1(−1) ist. Auch f3 ist nicht injektiv, da hier sogar alle nicht negativen Argumente den gleichen Wert 0 haben.
 
              f2 ist injektiv, was man auch ohne Benutzung der strengen Monotonie (die ja „stärker“ als die Injektivität ist!) leicht folgendermaßen einsehen kann:
 
              Wir nehmen an, dass für irgendwelche x1,x2∈R f2(x1)=f2(x2) ist. Also haben wir: 

               x13+x1=x23+x2⇒x13+x1−x23−x2=0⇒(x1−x2)(x12+x1x2+x22+1)=0 
              

               Die zweite Klammer ist aber stets größer als 0, denn es gilt: 

               x12+x1x2+x22+1=(x12+x1x2+14x22)+34x22+1=(x1+12x)2+34x22+1 
              

               Also muss die erste Klammer 0 sein, was x1=x2 bedeutet.
 
              Nur bei f2 umfasst gemäß a) der Wertebereich ganz R, womit diese als einzige der drei Funktionen surjektiv – und wegen der gerade gezeigten Injektivität – auch bijektiv ist.
 
              f1 ist auf dem gesamten Definitionsbereich weder monoton wachsend noch fallend, da zum Beispiel f1(−1)=12<1=f1(0) ist, andererseits aber f1(0)=1>12=f1(1) gilt. Allerdings ist f1 auf ]−∞,0] und auf [0,∞[ allein streng monoton wachsend bzw. fallend. Wir sehen also, dass es bei Monotonieaussagen stets auf den betrachteten Definitionsbereich ankommt.
 
              Zum Nachweis der Tatsache, dass f2 streng monoton wächst, müssen wir für beliebige a,b∈R mit a<b zeigen, dass f2(a)<f2(b) ist:
 
              Für a<0 und b≥0 ist dies klar, da Entsprechendes auch für die Funktionswerte gilt. Sind beide nicht negativ, so erhält man mittels einfacher Rechnung 

               f2(a)=a3+a=a(a2+1)≤b(a2+1)<b(b2+1)=f(b). 
              

               Bevor wir den Fall, dass beide negativ sind, betrachten, stellen wir fest, dass f2 ungerade ist:  f2(−x)=(−x)3+(−x)=−x3−x=−f(x)
 
              Für negative a und b mit a<b ist aber |a|>|b|, woraus mit oben Gezeigtem f2(|a|)>f2(|b|), also −f2(|a|)<−f2(|b|) folgt.
 
              Damit haben wir f2(a)=f2(−|a|)=−f2(|a|)<−f2(|b|)=f2(−|b|)=f2(b).
 
              f2 ist also streng monoton wachsend.
 
              Wir haben bereits festgestellt, dass f3(x)=|x|−x für alle x≥ 0 den (gleichen) Wert 0 hat, also keinesfalls streng monoton sein kann. Für negative x ist f3(x)=|x|−x=2|x|. Damit gilt für a,b∈]−∞,0[: 

               a<b⇒|a|>|b|⇒2|a|>2|b|⇒f3(a)>f3(b) 
              

               Damit ist f3 auf R monoton fallend, auf ]−∞,0] sogar streng monoton fallend.
 
              Die Beschränktheit der Funktionen lässt sich unmittelbar an den oben bestimmten Wertebereichen ablesen: f1 ist durch 0 bzw. 1 nach unten bzw. oben beschränkt, f2 ist unbeschränkt, f3 ist durch 0 nach unten, aber nicht nach oben beschränkt.
 
              Um die Symmetrieeigenschaften des Graphen einer Funktion zu bestimmen, muss man nachrechnen, was aus f(−x) wird: 

               f1(−x)=11+(−x)2=11+x2=f1(x) 
              

               f1 ist also gerade.
 
              Dass f2 ungerade ist, haben wir bereits weiter oben begründet.
 
              Da für alle x≥0 f3(x)=0 ist, müsste dies – bei Vorliegen einer Symmetrie – auch im Negativen gelten, dies ist jedoch nicht der Fall. f3 ist also weder gerade noch ungerade.
 
              c) Da f2 streng monoton wächst und an den Ecken des Intervalls die Werte 0 bzw. 10 annimmt, ist f2([0,2])=[0,10].
 
              f1−1({0})=∅, da – siehe Wertebereich – der Wert 0 an keiner Stelle des Definitionsbereichs angenommen wird. (Beachten Sie, dass allgemein die Urbildmenge f−1(N) auch dann sinnvoll definiert ist, wenn wie hier keine Umkehrfunktion f−1 existiert!)
 
              Wir haben oben bereits festgestellt, dass f3(x)=0 für alle x≥0 ist, [0,∞[ also eine Teilmenge von f3−1({0}) ist. Da für negative x f3(x)=|x|−x=2|x|>0 ist, gibt es keine weiteren Nullstellen, wir haben damit f3−1({0})=[0,∞[.
 
              Zunächst stellen wir fest, dass sich wegen der strengen Monotonie von f1 auf [0,1] die Menge f1([0,1]) durch Einsetzen der Eckpunkte zu [0.5,1] ergibt. Da aber f1 gerade ist, werden diese Werte auch auf [−1,0] angenommen, somit erhalten wir f1−1(f1([0,1]))=[−1,1].

            
 
             2. Prüfen Sie, ob Summe, Differenz, Produkt, Quotient und Hintereinanderausführung (Komposition) gerader (ungerader) Funktionen gerade bzw. ungerade ist. Vergleichen Sie dies mit der Situation bei geraden/ungeraden ganzen Zahlen.
 
             
              Lösung:
 
              Wir müssen jedesmal prüfen, was sich beim Einsetzen von −x ergibt.
 
              Zunächst seien f und g gerade Funktionen:
 
              f(−x)±g(−x)=f(x)±g(x), also sind Summe und Differenz auch gerade.
 
              f(−x)·g(−x)=f(x)·g(x), also ist auch das Produkt und – völlig analog – der Quotient auch gerade.
 
              (f∘g)(−x)=f(g(−x))=f(g(x)), also ist auch die Komposition gerade.
 
              Bei Summe, Differenz und Produkt gerader Zahlen ist es genauso, beim Quotienten ist keine allgemeine Aussage möglich.
 
              Sind beide Funktionen ungerade, erhält man:
 
              f(−x)±g(−x)=−f(x)∓g(x)=−(f(x)±g(x)), also sind Summe und Differenz auch ungerade. Bei ganzen Zahlen ergibt sich hier „gerade“.
 
              f(−x)·g(−x)=(−f(x))·(−g(x))=f(x)·g(x), also ist das Produkt und – falls definiert – auch der Quotient ungerader Funktionen gerade. Bei ganzen Zahlen ist das Produkt ungerade, beim Quotienten ist keine allgemeine Aussage möglich.
 
              (f∘g)(−x)=f(g(−x))=f(−g(x))=−f(g(x)), also ist die Komposition ungerader Funktionen ungerade.
 
              Ist nun f gerade und g ungerade, so lassen sich für f(x)±g(x) keine allgemeinen Aussagen treffen, für ganze Zahlen ergibt sich hier stets „ungerade“. Wegen f(−x)·g(−x)=f(x)·(−g(x))=−f(x)·g(x) ist das Produkt – wie auch der Quotient – ungerade; das Produkt ganzer Zahlen ist in diesem Fall jedoch gerade.
 
              Bei der Komposition hat man (f∘g)(−x)=f(g(−x))=f(−g(x))=f(g(x)), sie ist also gerade.
 
              Die gleichen Resultate erhält man, wenn f und g die Rollen tauschen.

            
 
           
          
            1.3 Rationale Funktionen
 
             1. Zerlegen Sie die folgenden Polynome in ihre irreduziblen Bestandteile: 
 
            a) p1(x)=x3−x2−x+1 b) p2(x)=2x3+4x2+4x+2
 
            c) p3(x)=−x4+x3+x−1 d) p4(x)=x4−191x2−980
 
             
              Lösung:
 
              a) Man sieht unmittelbar, dass b1=1 eine Nullstelle ist; p1(x) lässt sich also ohne Rest durch (x−1) dividieren. Durch Polynomdivision: p1(x)=(x−1)(x2−1). Der Term (x2−1) zerfällt bekanntlich in (x−1)(x+1), woraus man die Zerlegung p1(x)=(x−1)2(x+1) gewinnt. Da hierin alle Polynome vom Grade 1, also irreduzibel sind, ist dies die gesuchte Zerlegung.
 
              b) Um eine eindeutige Zerlegung zu erhalten, muss zunächst der höchste Koeffizient ausgeklammert werden, also p2(x)=2(x3+2x2+2x+1). Wegen des ungeraden Grades muss p2(x) mindestens eine reelle Nullstelle haben, die man unmittelbar als b1=−1 errät. Durch Polynomdivision ergibt sich nun: 

               x3+2x2+2x+1=(x+1)(x2+x+1) 
              

               Da die quadratische Gleichung x2+x+1=0 keine reelle Lösung hat (Überprüfen Sie dies selbst!), ist (x2+x+1) ein unzerlegbarer quadratischer Term; die gesuchte Zerlegung ist also p2(x)=2(x+1)(x2+x+1).
 
              c) Vorab bemerken wir, dass Polynome vom Grad≥3 reduzibel sein müssen, da die „größten“ irreduziblen Bestandteile über R den Grad 2 haben können. Wenn ein Polynom vom Grade 4 oder größer keine Nullstelle hat, so muss die Zerlegung mittels unzerlegbarer quadratischer Terme erfolgen.
 
              Mit einem Blick stellen wir allerdings fest, dass hier b1=1 Nullstelle ist. Division des zugehörigen Linearfaktors sowie Ausklammern von −1 ergeben: 

               p3(x)=−(x−1)(x3−1) 
              
 
              Der Bestandteil (x3−1) muss wegen des ungeraden Grades eine weitere reelle Nullstelle haben, die wir sofort als 1 erkennen; b1 ist also doppelte Nullstelle von p3(x). Durch eine weitere Polynomdivision erhalten wir 

               p3(x)=−(x−1)2(x2+x+1) 
              

               Dies ist bereits die gesuchte Zerlegung, da (x2+x+1) gemäß b) irreduzibel ist.
 
              d) Eine Nullstelle von p4(x)=x4−191x2−980 lässt sich nicht auf Anhieb erraten; da aber in dem Funktionsausdruck nur gerade Potenzen von x vorkommen, liegt die Lösung der durch die Substitution x2=u erhaltenen quadratischen Gleichung nahe: 

               u2−191u−980=0⇔u1=196,u2=−5 
              

               Durch die daraus gewonnene Zerlegung des quadratischen Polynoms in u als 

               u2−191u−980=(u−196)(u+5) 
              

               erhalten wir mittels der Rücksubstitution x2=u als Zerlegung des gegebenen Polynoms: 

               p4(x)=(x2−196)(x2+5) 
              

               Durch Nullstellenbestimmung der quadratischen Terme müssen diese noch auf Irreduzibilität geprüft werden; man erhält schließlich: 

               p4(x)=(x−14)(x+14)(x2+5) 
              

            
 
             2. Bestimmen Sie die Partialbruchzerlegung von 
 
            a) f1(x)=−x3+2x2−x+4x4+3x2+2, b) f2(x)=x4−2x3−x2−3x−8x3−2x2+2x−4.
 
             
              Lösung:
 
              a) Als erstes muss die Zerlegung des Nennerpolynoms durchgeführt werden. Wir gehen dabei wie in Aufgabe 1d) vor und erhalten: 

               q(x)=x4+3x2+2=(x2+1)(x2+2) 
              
 
              Machen Sie sich die Herleitung dieses Ergebnisses selbst nochmals mit der Substitution x2=u klar!
 
              Der daraus resultierende Partialbruchansatz lautet also: 

               −x3+2x2−x+4x4+3x2+2=Ax+Bx2+1+Cx+Dx2+2 
              

               Zur Bestimmung der Unbekannten A, B, C, D multiplizieren wir den Ansatz mit q(x)=x4+3x2+2=(x2+1)(x2+2) und erhalten nach Kürzen die Polynomgleichung 

               −x3+2x2−x+4=(Ax+B)(x2+2)+(Cx+D)(x2+1)=(A+C)x3+(B+D)x2+(2A+C)x+(2B+D), 
              

               aus der wir mittels Koeffizientenvergleich vier Gleichungen für die vier Unbekannten gewinnen:
 
              (I) −1=A+C (II) 2=B+D
 
              (III) −1=2A+C (IV) 4=2B+D
 
              Aus (I) und (III) ergeben sich A=0 und C=−1, aus (II) und (IV) B=2 und D=0. Die Partialbruchzerlegung lautet also: 

               f1(x)=−x3+2x2−x+4x4+3x2+2=2x2+1−xx2+2 
              
 
              b) Da im Gegensatz zu 2a) nun der Zählergrad nicht mehr kleiner als der Nennergrad ist, müssen wir als erstes „den ganzen Anteil von f2(x) herausdividieren“. Der bei der Polynomdivision entstehende Rest, der als neuer Zähler genommen wird, hat auf jeden Fall einen Grad, der kleiner als der Nennergrad ist: 

               f2(x)=x4−2x3−x2−3x−8x3−2x2+2x−4=x+−3x2+x−8x3−2x2+2x−4︸=f˜2(x) 
              

               Für f˜2(x) führen wir nun analog zu 2a) die Partialbruchzerlegung durch. Aus der Nennerzerlegung q(x)=(x−2)(x2+2) erhalten wir den Ansatz 

               f˜2(x)=−3x2+x−8x3−2x2+2x−4=Ax−2+Bx+Cx2+2. 
              

               Multiplikation mit q(x)=(x−2)(x2+2) führt zu der Polynomgleichung 

               (∗)−3x2+x−8=A(x2+2)+(Bx+C)(x−2). 
              

               Diese wollen wir diesmal aber nicht mit einem Koeffizientenvergleich, sondern mit einer anderen Methode lösen.
 
              Wir überlegen uns dazu, dass (∗) ja auch eine Funktionsgleichung darstellt, die für alle x∈R gelten muss. Wir wählen also drei beliebige möglichst einfache Werte für x aus, die – in (∗) eingesetzt – drei Gleichungen für die drei Unbekannten ergeben. Es erweist sich, wie Sie gleich sehen werden, dabei als besonders geschickt, die verschiedenen Nullstellen von q(x) zuerst zu nehmen:
 
              x=2 führt zu:    −18=A(4+2)⇒A=−3
 
              x=0 ergibt nun:  −8=−3(0+2)+(B·0+C)(0−2)⇒C=1
 
              Mit diesen Werten sowie x=0 erhalten wir ohne Mühe B=0.
 
              Damit ist  f2(x)=x4−2x3−x2−3x−8x3−2x2+2x−4=x−3x−2+1x2+2.

            
 
           
          
            1.4 Trigonometrische und Arcus-Funktionen
 
             1. Lösen Sie folgende trigonometrische Gleichungen: 
 
            a) cos(x−π2)+sin2x−2=0 b) 4sin2x−cos2x=0
 
            c) tanx+tan2x=0 d) 2sinx+cos2x=1.75
 
             
              Lösung:
 
              Zur Lösung solcher trigonometrischer Gleichungen ist es im Allgemeinen sinnvoll, durch Umformen einen Ausdruck zu erhalten, der nur noch eine trigonometrische Funktion enthält. Dazu gibt es viele nützliche Formeln, die sich aus den elementaren Beziehungen sin2x+cos2x=1 und tanx=sinxcosx sowie den Additionstheoremen ableiten lassen. Rufen Sie sich diese nochmals in Erinnerung – eine Formelsammlung kann hier sehr hilfreich sein!
 
              a) cos(x−π2)+sin2x−2=0: Mit cos(x−π2)=sinx erhalten wir daraus 

               sinx+sin2x−2=0,also eine Gleichung nur fürsinx: 
              

               Die nahe liegende Substitution u=sinx führt zu der quadratischen Gleichung 

               u2+u−2=0,die die beiden Lösungenu1=1undu2=−2besitzt. 
              

               Vor der Rücksubstitution machen wir uns klar, dass wegen |sinx|≤1 nur u1=1 infrage kommt. sinx=1 ist aber genau für alle x=π2+2πk (k∈Z) erfüllt.
 
              b) In 4sin2x−cos2x=0 setzen wir zunächst cos2x=1−sin2x und erhalten: 

               5sin2x−1=0⇔sin2x=15⇔sinx=±0.2 
              

               Am Graphen der Sinusfunktion machen wir uns zunächst klar, dass die Gleichung sinx=C (mit |C|<1) in [0,2π[ genau zwei verschiedene Lösungen x1=arcsinC und x2=π−arcsinC hat (der Taschenrechner liefert hier nur x1!). Diese Lösungen müssen wir noch auf ganz R 2π-periodisch fortsetzen, wodurch wir erhalten: 

               sinx=±0.2⇔x=±(arcsin0.2+2πk)oderx=±(π−arcsin0.2+2πk)⇔x=±arcsin0.2+kπ(mitk∈Z) 
              
 
              c) Bevor wir tanx+tan2x=0 lösen können, machen wir uns zunächst einmal klar, für welche Werte die Gleichung nicht definiert ist, da ja die Tangensfunktion bekanntlich Definitionslücken aufweist:
 
              Mit k∈Z muss x≠π2+kπund2x≠π2+kπ sein, anders ausgedrückt: Außer ganzzahligen Vielfachen von π sind keine Vielfachen von π4 für x erlaubt. Mit dieser Einschränkung lässt sich zur Umformung der Gleichung das Additionstheorem für die Tangensfunktion anwenden: 

               tanx+2tanx1−tan2x=0⇔tanx(1+21−tan2x)=0 
              

               1. Fall: tanx=0
 
              Dies ist für alle x=kπ (mit k∈Z) der Fall.
 
              2. Fall: 1+21−tan2x=0 

               ⇔1−tan2x+2=0⇔tan2x=3⇔sin2x=34⇔sinx=±123⇔x=±π3+kπ 
              

               Keiner der im ersten oder zweiten Fall ermittelten x-Werte trifft auf eine Definitionslücke der Gleichung; wir haben also als Lösungsmenge {k·π3∣k∈Z}.
 
              d) Wir ersetzen zunächst in 2sinx+cos2x=1.75 das Quadrat von cosx durch 1−sin2x und erhalten nach Substitution von sinx=u die quadratische Gleichung 

               2u+1−u2=1.75, 
              

               die die beiden Lösungen u1=1.5 und u2=0.5 hat.
 
              Wegen |sinx|≤1 kommt für die Resubstitution nur u2 infrage, woraus wir im Intervall [0,2π] für x die Werte x1=π6 und x2=5π6 erhalten. Dazu beliebige ganzzahlige Vielfache von 2π addiert ergibt die Lösungsgesamtheit.

            
 
             2. Für welche a∈R ist die Gleichung sinx+cosx=a lösbar? Bestimmen Sie für a=1 alle Lösungen der Gleichung.
 
             
              Lösung:
 
              Quadrieren von sinx+cosx=a ergibt:   sin2x+2sinxcosx︸=sin2x+cos2x=a2
 
              Mit sin2x+cos2x=1 erhalten wir nun:   sin2x=a2−1   (∗)
 
              Da jeder Sinuswert betraglich kleiner oder gleich 1 ist, muss nach (∗) gelten: 

               −1≤a2−1≤1⇔0≤a2≤2⇔−2≤a≤2 
              

               Aus (∗) ergeben sich im Intervall [0,π] für jedes a mit |a|≤2 die Lösungen x1=12arcsin(a2−1) und x2=π2−12arcsin(a2−1), die wegen des Terms sin2x in (∗) π-periodisch fortgesetzt werden müssen − aber Achtung: Da wir im ersten Schritt quadriert haben, also eine im Allgemeinen nicht eindeutig umkehrbare Gleichungsumformung vorgenommen haben, ist die Probe unerlässlich!
 
              Wir sehen dies am konkreten Beispiel a=1:
 
              Aus obigen Formeln erhalten wir auf [0,π] für x1=0undx2=π2. Beide erfüllen, wie man leicht sieht, die Gleichung sinx+cosx=1. Dies gilt jedoch nicht für die nächsten beiden Werte x˜1=πundx˜2=3π2. Da alle Ausdrücke in der Ausgangsgleichung 2π-periodisch sind, setzt sich dies entsprechend fort. (Mit a=−1 würde (∗) nämlich genauso lauten, dann würden die Werte x˜1=π und x˜2=3π2 die Gleichung erfüllen und die anderen beiden nicht!)

            
 
             3. Leiten Sie Formeln für   a) sin(arccosx),  b) tan(arcsinx)  her.
 
             
              Lösung:
 
              a) Aus sin2x+cos2x=1 folgt sinx=C(x)·1−cos2x, wobei 

               C(x)=1fürx∈[2kπ,(2k+1)π]mitk∈Z−1fürx∈](2k−1)π,2kπ[mitk∈Zist. 
              

               Da arccos x nur Werte zwischen 0 und π annimmt, ist hier stets C(x) = 1, also: 

               sin(arccosx)=1−(cos(arccosx))2=1−x2 
              
 
              b) Wir stellen zunächst fest, dass man analog zu 3a) cos(arcsinx)=1−x2 herleiten kann. Damit erhalten wir für beliebiges x∈]−1,1[: 

               tan(arcsinx)=sin(arcsinx)cos(arcsinx)=x1−x2 
              

            
 
           
          
            1.5 Potenz- und Wurzelfunktionen
 
             1. Beim freien Fall ohne Luftwiderstand gilt für die Fallstrecke s in Abhängigkeit von der Fallzeit t die Beziehung s=12gt2 (g=Erdbeschleunigung≈9.81ms−2). Welche Strecke s hat ein Objekt 4 Sekunden nach Beginn des Falls zurückgelegt? Nach welcher Zeit t ist es 100 m weit gefallen?
 
             
              Lösung:
 
              Nach 4 Sekunden: s≈12·9.81ms−2·16s2≈78.48m
 
              t=2sg; bei s=100m: t≈2·100m9.81ms−2≈4.5s

            
 
             2. Lösen Sie folgende Wurzelgleichungen: 
 
            a) x+5+x−1=4x+2 b) 5x+4+3x+1=16x+9
 
            c) x+2−x−6=x−3 d) x+2+x−3=x−6
 
            e) 5x+5−2x+4=1−x
 
            Achtung: Wurzelgleichungen sind oft tückisch. Die Wurzeln werden durch eine ausreichende Zahl von Quadrierungen weggebracht; Quadrierung negativer Werte ergibt dabei positive. Dies kann bei der resultierenden Gleichung zu Lösungen führen, die nicht Lösungen der ursprünglichen Wurzelgleichung sind. In jedem Fall ist Nachprüfung durch Einsetzen in die ursprüngliche Wurzelgleichung unerlässlich! 

             
              Lösung:
 
              a) Durch Quadrieren der Gleichung – unter Beachtung der binomischen Formel! – erhält man: 

               x+5+x−1=4x+2x+5+2(x+5)(x−1)+x−1=4x+22(x+5)(x−1)=2x−2x2+4x−5=x2−2x+1x=1 
              

               Dies bedeutet nur, dass x=1 die einzige mögliche Lösung ist; wir machen die
 
              Probe: 6+0=6; x=1 ist also Lösung.
 
              b) wie oben: 

               5x+4+3x+1=16x+95x+4+3x+1+2(5x+4)(3x+1)=16x+92(5x+4)(3x+1)=8x+415x2+17x+4=16x2+16x+4x2−x=0x1=0,x2=1 
              

               Probe:  x1=0:  4+1=9;  x1=0 ist Lösung;
 
              x2=1: 9+4=25;  x2=1 ist Lösung.
 
              c) wie oben: 

               x+2−x−6=x−3x+2+x−6−2(x+2)(x−6)=x−3x−1=2(x+2)(x−6)x2−2x+1=4x2−16x−483x2−14x−49=0 
              

               gemäß „Mitternachtsformel“: 

               x1,2=13(7±49+147)=13(7±14)x1=7,x2=−73 
              

               Probe:  x1=7:  9−1=4;  x1=7 ist Lösung;
 
              x2=−73: Radikanden werden negativ, x2=−73 ist keine Lösung!
 
              d) wie oben: 

               x+2+x−3=x−6x+2+x−3+2(x+2)(x−3)=x−62(x+2)(x−3)=−x−53x2−14x−49=0 
              

               Wie bei c) erhalten wir: x1=7, x2=−73.
 
              Probe: x1=7: 9+4=1 ist falsch;  x1=7 ist keine Lösung;
 
              x2=−73: Radikanden werden negativ, x2=−73 ist keine Lösung.
 
              e) wie oben: 

               5x+5−2x+4=1−x5x+5+2x+4−2(5x+5)(2x+4)=1−x8x+8=2(5x+5)(2x+4)16(x2+2x+1)=10(x2+3x+2)3x2+x−2=0x1,2=16(−1±1+24)=16(−1±5)x1=23,x2=−1 
              

               Probe: x1=23:  253−163=13; x1=23 ist Lösung;
 
              x2=−1: 0−0=2 ist falsch; x2=−1 ist keine Lösung.

            
 
             3. Wo liegen die Schnittpunkte des Kreises um den Ursprung mit Radius 5 mit der Geraden y=x+1 (wenn vorhanden)?
 
             
              Lösung:
 
              Wir setzen y=x+1 in die Kreisgleichung x2+y2=25 ein und erhalten: 

               x2+(x+1)2=252x2+2x−24=0x2+x−12=0x1,2=12(−1±1+48)=12(−1±7) 
              

               Die y-Koordinaten ergeben sich durch Einsetzen in die Geradengleichung; damit erhalten wir die Schnittpunkte P1(3,4), P2(−4,−3).

            
 
             4. Gegeben ist der Kreis K mit der Gleichung (x−3)2+y2=1 (das ist bekanntlich der Kreis um (3,0) mit Radius 1). Wie muss man die Radien a, b von Kreisen Ka, Kb mit dem Mittelpunkt (0,1) wählen, damit sie den Kreis K berühren?
 
             
              Lösung:
 
              Da kann man jetzt viel rechnen mit den Kreisgleichungen, eine Koordinate eliminieren, für die andere auf eine Gleichung abzielen mit Diskriminante = 0 (Berührpunkt = Zusammenfallen der Schnittpunkte). Einfacher geht es, wenn man sich an einige elementargeometrische Zusammenhänge erinnert:
 
              Berühren sich zwei Kreise, so liegt der Berührpunkt auf der Geraden durch die Mittelpunkte. Wir zeichnen also den Kreis K mit Mittelpunkt M(3,0) und Radius 1 sowie die Gerade durch die beiden Mittelpunkte M(3,0) und N(0,1), diese schneidet K in den Berührpunkten P und Q (siehe Bild 1.5.1). 

              
                [image: ]
                  Bild 1.5.1 Zu Aufgabe 4

               
              Mit dem Satz von Pythagoras erhalten wir:
 
              OM‾2+ON‾2=9+1=(a+1)2=(b−1)2,
 
              also ist a=10−1≈2.16, b=10+1≈4.16.

            
 
           
          
            1.6 Exponential- und Logarithmus-, Hyperbel- und Areafunktionen
 
             1. Lösen Sie folgende Gleichungen: 
 
            a) 4log4(log3x2)=log24 b) lgx+lg2=lg(x+1)+lg(15)
 
             
              Lösung:
 
              a) Nach Definition des Logarithmus ist log24=2, womit sich die Gleichung in log4(log3x2)=12 umformen lässt. Wendet man darauf die Exponentialfunktion f(x)=4x an, erhält man:   log3x2=412=2
 
              Anwendung von g(x)=3x darauf liefert:   x2=32=9⇔x=±3
 
              Da alle Schritte Äquivalenzumformungen beinhalteten (beachten Sie, dass die Funktionen f(x) und g(x) injektiv, also umkehrbar sind!), sind dies die gesuchten Lösungen, eine Probe ist also – anders als in früheren Aufgaben – nicht zwingend erforderlich.
 
              Machen Sie sich außerdem klar, dass der vielleicht nahe liegende erste Umformungsschritt log3x2=2log3x zu einem falschen, nämlich unvollständigen, Ergebnis führt – die Benutzung dieser Logarithmenregel setzt nämlich voraus, dass x positiv ist, man schränkt also die Lösungsmenge von vornherein in unzulässiger Weise ein. Wir sehen also an diesem einfachen Beispiel, wie wichtig es grundsätzlich ist, sich bei jedem Umformungsschritt zu überlegen, wann dieser vielleicht nicht möglich ist – kann etwa ein Ausdruck, durch den ich kürzen möchte, 0 werden, kann unter einer Wurzel etwas Negatives stehen oder ähnlich?!
 
              b) Zunächst machen wir uns klar, dass lgx+lg2=lg(x+1)+lg(15) für alle x>0 definiert ist, und bringen die x enthaltenden Ausdrücke auf eine Seite: 

               lg2−lg(15)=lg(x+1)−lgx⇔lg2−lg1+lg5︸=lg10=lgx+1x︸=lg(1+1x)⇔10=1+1x⇔x=19 
              

            
 
             2. Lösen Sie durch geschickte Substitution: 
 
            a) (23)lgx+(32)lgx=136 b) (1+e)sinhx3+(1−e)coshx3=e−1
 
             
              Lösung:
 
              a) Die Gleichung (23)lgx+(32)lgx=136 ist für alle x>0 definiert; mit der nahe liegenden Substitution u=(23)lgx, für die jeder positive Wert möglich ist, erhalten wir: 

               u+1u=136⇔u2−136u+1=0⇔u1=32,u2=23 
              

               Durch Resubstitution ergeben sich die Lösungen lgx1=−1 und lgx2=1, also x1=110 und x2=10.
 
              b) Da coshx und sinhx überall definiert sind, ist auch ganz R der Definitionsbereich der Gleichung  (1+e)sinhx3+(1−e)coshx3=e−1.
 
              Einsetzen der Definitionen der Hyperbelfunktionen liefert: 

               12(1+e)(ex3−e−x3)+12(1−e)(ex3+e−x3)=e−1 
              

               Nahe liegend ist die Substitution u=ex3, womit wir 

               12(1+e)(u−1u)+12(1−e)(u+1u)=e−1 
              

               erhalten. Multiplikation mit 2u führt zu einer quadratischen Gleichung: 

               (1+e)(u2−1)+(1−e)(u2+1)=2(e−1)u⇔u2−(e−1)u−e=0⇔u1=e,u2=−1 
              

               Wegen u=ex3>0 kommt nur u1=e infrage, also muss x=3 sein.

            
 
             3. y sei irgendeine Größe, z. B. ein Produktionsvolumen, die Anzahl von Zellen in einem Organismus oder das Bruttosozialprodukt. Wir betrachten ein „exponentielles Wachstum“ von y, das heißt, mit t als Zeit und einer positiven Konstanten α ist 
               y=f(t)=y0eαt. 
              
 a) Von einem beliebigen Startzeitpunkt t1 aus nehme t um Δt zu. Ermitteln Sie die Prozentzahl p, um die y während eines Zeitintervalls Δt (beginnend bei beliebigem Zeitpunkt t1) zunimmt. Was fällt dabei auf?
            
 
            b) Wie groß ist die „Verdoppelungszeit“, das ist das Zeitintervall Δt∗, nach dem sich y jeweils verdoppelt? Wie erhält man α aus p und Δt∗?
 
             
              Lösung:
 
              a) Bei t=t1 ist y1=y0eαt1, bei t=t1+Δt ist y2=y0eα(t1+Δt)=y1·eαΔt.   (1)
 
              Wenn y von y1 um p % auf y2 zunimmt, dann heißt das:
 
              y2=y1+p % von y1, also y2=y1+p100·y1=y1·(1+p100).    (2)
 
              Aus (1) und (2) folgt nun:  1+p100=eαΔt,   (3)
 
              also ist      p=100·(eαΔt−1).   (4)
 
              p hängt also nur von α und Δt ab, unabhängig vom Startzeitpunkt t1 !
 
              b) Verdoppelung von y heißt Zunahme um 100 %; mit p=100 folgt aus (4): 

               (5)100=100·(eαΔt∗−1),alsoisteαΔt∗=2undα=ln2Δt∗ 
              

               Ingenieurtätigkeit kommt zunehmend in Berührung mit den Bio-Wissenschaften; deshalb schadet es nichts, wenn wir uns zum Schluss Folgendes überlegen: Wie lässt es sich plausibel machen, dass biologisches Wachstum in der Anfangsphase näherungsweise exponentiell ist?
 
              Eine befruchtete Keimzelle eines Lebewesens teilt sich nach einem gewissen durch ihr genetisches Programm vorgegebenen Zeitintervall Δt∗ in zwei Zellen. Jede dieser beiden verhält sich nun so wie die eine Zelle vorhin (als sei sie gleichsam „allein auf der Welt“); sie haben noch keine Kommunikation miteinander. Also teilt sich jede von ihnen nach (ungefähr) demselben Zeitintervall Δt∗ wie vorhin; dann sind es vier geworden, 8 nach insgesamt 3Δt∗, 16 nach 4Δt∗ usw., siehe Bild 1.6.1.
 
              Zur Zeit t=n·Δt∗ ist ihre Anzahl also y=2n=2tt∗=etln2t∗;
 
              dies beschreibt genau wieder das exponentielle Wachstum mit Verdoppelungszeit Δt∗ und α=ln2Δt∗.
 
              Sobald der Organismus durch fortgesetzte Zellteilung ein gewisses, wiederum genetisch festgelegtes Stadium erreicht hat, tritt Kommunikation zwischen den Zellen ein; sie sind jetzt nicht mehr im „Allein“-Zustand und bilden sich in unterschiedlicher Weise je nach dem vorliegenden Aufgabenteilungsprogramm aus. Aus diesem Zusammenhang folgt auch, dass das Wachstum des Organismus, eines Baums etwa, nicht ungehemmt exponentiell weitergeht, sondern dass es geringer wird und schließlich aufhört, wenn der Baum seine im Programm vorgesehene Größe erreicht hat (vorausgesetzt, die Menschen lassen ihn dazu kommen). Siehe hierzu auch Abschnitt 9.2, Übungsaufgabe 1. 

              
                [image: ]
                  Bild 1.6.1 Exponentielles Wachstum bei Zellen

               
              Im Unterschied zu den Zellen eines gesunden Organismus fehlt bei Krebszellen dieses Programm von Kommunikation und Wachstumsbegrenzung. Wenn keine Gegenmaßnahmen ergriffen werden, vermehren sie sich weiter, bis sie ihre Lebensgrundlage zerstört haben.
 
              Wohin führt das Wachstum der Menschheit, deren „Zellen“ ja wir alle sind?

            
 
             4. Zwischen den Punkten O (0, 0) und P (xP, yP) mit xP, yP > 0 hängt ein Seil. Die Seilkurve ist gegenüber dem entsprechenden Beispiel im Lehrbuch (siehe dort Abschnitt 1.6, Beispiel 1, Bild 1.6.7) im Koordinatensystem verschoben. Dem können wir Rechnung tragen, indem wir jetzt für die Gleichung der Seilkurve folgenden Ansatz machen: 
               (1)y−y0=a·coshx−x0a 
              
 Wie im genannten Beispiel ist a=HorizontalkomponentederZugkraftSeilgewichtproLängeneinheit
            
 
            a) Welche geometrische Bedeutung hat der Punkt Q(x0,y0)?
 
            b) Ermitteln Sie x0, y0 und den tiefsten Punkt T(xT,yT) aus xP, yP und a.
 
            Was ergibt sich speziell für a=4m, xP=10m, yP=4m?
 
             
              Lösung:
 
              a) Die Gleichung y=a·coshxa der Seilkurve von LB 1.6, Beispiel 1 ist ein Sonderfall von (1) für x0=0, y0=0. Das sind dort die Koordinaten des Ursprungs O, der um die Länge a unter dem tiefsten Punkt der Seilkurve liegt. x0 und y0 sind also jetzt die Koordinaten des Punktes Q, der ebenfalls um a unter dem tiefsten Punkt T liegt. Denn wenn wir ein Koordinatensystem mit Q(x0,y0) als neuem Ursprung verwenden, also die Koordinatentransformation ξ=x−x0, η=y−y0 vornehmen, hat unsere jetzige Seilkurve im (ξ,η)-System wieder die Gleichung η=a·coshξa, siehe Bild 1.6.2.
 
              b) O ist Kurvenpunkt, also folgt mit x=0, y=0 aus der Kurvengleichung: 

               (2)−y0=a·cosh−x0a=a·coshx0a,alsoy0=−a·coshx0a 
              

               P ist Kurvenpunkt, also folgt mit x=xP, y=xP aus der Kurvengleichung: 

               yP−y0=a·coshxP−x0a,alsoyP=y0+a·coshxP−x0a. 
              

               Setzen wir hier y0 von (2) ein, so erhalten wir: 

               (3)yP=a·(coshxP−x0a−coshx0a) 
              

               Eine Möglichkeit der Weiterbearbeitung wäre nun, Additionstheoreme für Hyperbelfunktionen zu verwenden (siehe Formelsammlung!); wir nützen aber jetzt die e-Funktions-Darstellung für die cosh-Funktion: 

               yP=a2·(exP−x0a+e−xP−x0a−ex0a−e−x0a)=a2·(exPa·e−x0a+e−xPa·ex0a−ex0a−e−x0a) 
              

               Multiplikation mit 2a und die Substitution ex0a=u, also e−x0a=1u, liefern: 

               2yPa=(exPa−1)·1u−(1−e−xPa)·u 
              

               Die Klammerausdrücke wurden so angesetzt, dass ihre Inhalte positiv sind; es ist ja xP>0 und yP>0. 

              
                [image: ]
                  Bild 1.6.2 Seilkurve durch O und P

               
              Multiplikation mit u ergibt nun, wenn wir alles noch auf die linke Seite schreiben, 

               (1−e−xPa)u2+2yPau−(exPa−1)=0,daher nach Division durch(1−e−xPa):u2+2yPa(1−e−xPa)u−exPa=0 
              

               Diese quadratische Gleichung für u hat die Lösungen 

               u1,2=−yPa(1−e−xPa)±(yPa(1−e−xPa))2+exPa 
              

               Da aber u=ex0a ist, muss jede Lösung u>0 sein, also entfällt diejenige mit dem Minuszeichen vor der Wurzel.
 
              Aus der positiven Lösung für u ergibt sich x0=a·lnu.
 
              Weil nach (2) y0=−a·coshx0a=a2·(ex0a+e−x0a) ist, erhalten wir y0=a2·(u+1u).
 
              Mit a=4m, xP=10m, yP=4m ergibt sich
 
              u≈2.567,x0=xT≈3.771m,y0≈−5.913m,yT=y0+a≈−1.913m.

            
 
           
          
            1.7 Grenzwerte von Folgen und Funktionen
 
             1. Bestimmen Sie – falls vorhanden – die Grenzwerte der Folgen: 
 
            a) n2(1+2n)4n3−5n b) 12n·(2n+1)3−8n3(2n+3)2−4n2 c) (1−1n+1)2n
 
            d) (n2+3n+1−n)−2 e) 4n(9n+2)−6n
 
             
              Lösung:
 
              Wir wollen bei der Bestimmung der Grenzwerte stets die elementaren Grenzwertsätze anwenden (etwa „Der Grenzwert einer Summe ist die Summe der Einzelgrenzwerte“ o. ä.). Wir müssen dabei jedoch beachten, dass dafür die Existenz der Einzelgrenzwerte in R stets unerlässlich ist, eine „Grenzwertberechnung“ für „∞∞“ oder „∞+∞“ ist nicht möglich, wir müssen deshalb zunächst die gegebenen Ausdrücke umformen, um sie für eine Grenzwertuntersuchung „passend“ zu machen.
 
              a) Die nahe liegende Untersuchung von n2(1+2n)4n3−5n über den Quotienten der Einzelgrenzwerte ist nicht direkt möglich, da Zähler und Nenner beide gegen ∞ gehen. Deshalb klammern wir nach Ausmultiplizieren die höchste Potenz – hier x3 – aus und erhalten  n2(1+2n)4n3−5n=n3(1n+2)n3(4−5n2)=1n+24−5n2.
 
              Auf den letzten Bruch lassen sich nun ohne weiteres die elementaren Grenzwertsätze anwenden; da für n→∞ der Zähler gegen 2 und der Nenner gegen 4 geht, gilt: 

               limn→∞n2(1+2n)4n3−5n=24=12 
              

               b) Widerstehen Sie der Versuchung eines fatalen „Schnellschusses“ etwa der folgenden Art: Da in 12n·(2n+1)3−8n3(2n+3)2−4n2 der erste Faktor 12n gegen 0 geht und 0·a=0 ist, ist 0 der gesuchte Grenzwert. Ein solcher Schluss ist nur dann richtig, wenn auch der zweite Faktor einen Grenzwert in R hat, was hier jedoch nicht der Fall ist. Wir gehen also wieder wie in a) vor: 

               12n·(2n+1)3−8n3(2n+3)2−4n2=12n·8n3+12n2+6n+1−8n34n2+12n+9−4n2=12n2+6n+124n2+18n=n2(12+6n+1n2)n2(24+18n)=12+6n+1n224+18n 
              

               Damit haben wir limn→∞12n·(2n+1)3−8n3(2n+3)2−4n2=1224=12
 
              c) Auch hier wäre ein voreiliger Schluss der folgenden Art fatal:
 
              In (1−1n+1)2n geht die Klammer offensichtlich gegen 1, dies mit 2n potenziert bleibt 1, also ist der Grenzwert 1. Man hat dabei fälschlicherweise den Grenzübergang in zwei Schritten ausgeführt: Zunächst wurde der Exponent – obwohl von n abhängig – als konstant betrachtet und der Grenzwert der Klammer gebildet, danach hat man dann den Grenzübergang für den Exponenten alleine durchgeführt. Man muss jedoch berücksichtigen, dass sich bei n→∞ Basis und Exponent verändern.
 
              Zur Lösung greifen wir auf die Definition der Eulerschen Zahl e zurück – es ist nämlich e=limn→∞(1+1n)n. Dies „im Hinterkopf“ formen wir um: 

               (1−1n+1)2n=(nn+1)2n=1((n+1n)n)2=1((1+1n)n)2 
              

               Der Inhalt der äußeren Klammer geht – wie oben bemerkt – gegen e, womit der Nenner gegen e2 geht. Wir haben also berechnet:  limn→∞(1−1n+1)2n=1e2.
 
              d) Wir formen um: 

               (n2+3n+1−n)−2=(1n2+3n+1−n)2=(n2+3n+1+n(n2+3n+1−n)(n2+3n+1+n))2=(n2+3n+1+nn2+3n+1−n2)2=(n̸(1+3n+1n2+1)n̸(3+1n))2 
              

               Am letzten Ausdruck lässt sich nun leicht mittels elementarer Grenzwertsätze der Limes bestimmen: Für n→∞ geht der Radikand gegen 1, der Zähler also gegen 2, während der Nenner 3 als Grenzwert hat. Damit gilt: 

               limn→∞(n2+3n+1−n)−2=(23)2=49 
              

               e) Obwohl 4n(9n+2)−6n kein Bruch ist, erweitern wir wie in d): 

               4n(9n+2)−6n=4n(9n+2)−36n24n(9n+2)+6n=8n̸(4(9+2n)+6)n̸→n→∞86+6=23 
              

            
 
             2. Die Folge der an sei rekursiv gegeben durch a0=32undan+1=an2+1an.
 
            Zeigen Sie, dass limn→∞an in R existiert und berechnen Sie dann diesen Grenzwert.
 
            (Hinweis: Zeigen Sie zunächst, dass an+12≥2 ist und beweisen Sie damit die Existenz des Grenzwerts!)
 
             
              Lösung:
 
              Wir folgen dem Hinweis und formen zunächst die darin ausgedrückte Behauptung äquivalent um: 

               an+12≥2⇔(an2+1an)2≥2⇔an24+1+1an2−2≥0⇔(an2−1an)2≥0 
              

               Die letzte Aussage ist aber immer wahr, also ist an+12≥2 richtig; da auch a02=94>2 ist, wissen wir, dass |an|≥2 für alle n∈N gilt.
 
              Aus der Rekursionsformel wird unmittelbar klar, dass bei positivem an auch an+1 größer als 0 ist. Da nun a0=32>0 ist, gilt dies auch für a1 und somit auch für a2 usw. (dies kann man auch ganz exakt mit vollständiger Induktion beweisen!). Da somit alle an>0 sind, folgt aus obiger Betragsabschätzung: an≥2. Die zu untersuchende Folge ist also nach unten beschränkt.
 
              Um eine Monotonie zu erkennen, bilden wir die Differenz zweier benachbarter Folgenglieder: 

               an−an+1=an2−1an=an2−22an≥0(siehe obige Abschätzungen) 
              

               Die Folge der an ist also auch monoton fallend, woraus insgesamt ihre Konvergenz folgt. Wegen an≥2 (für alle n∈N) ergibt sich daraus, dass a:=limn→∞an≥2 sein muss.
 
              Zur Bestimmung von a (dessen Existenz wir ja jetzt bewiesen haben!), kehren wir noch einmal zur Rekursionsgleichung zurück: Wir können nun auf beiden Seiten von an+1=an2+1an den Grenzwert bilden, da alle Einzelgrenzwerte existieren, und erhalten, da limn→∞an+1=a ist: 

               a=a2+1a⇔a2=2 
              

               Also ist a=limn→∞an=2.

            
 
             3. Berechnen Sie:  a) limx→0(x+3)2−9x   b) limx→44−x2−x  c) limx→ax3−a3x−a
 
             
              Lösung:
 
              Bei allen drei Teilaufgaben wird der Ausdruck innerhalb des Definitionsbereichs für x jeweils so umgeformt und gekürzt, dass sich der Grenzwert an der Definitionslücke berechnen lässt.
 
              a) Für x≠0 gilt:  (x+3)2−9x=x2+6x+9−9x=x2+6xx=x+6
 
              Der letzte Ausdruck geht gegen 6, wenn man für x eine beliebige Nullfolge einsetzt, wir haben also limx→0(x+3)2−9x=6.
 
              b) Für x≥0,x≠4 gilt:  4−x2−x=(2−x)(2+x)2−x=2+x
 
              Für x→4 geht der letzte Ausdruck gegen 2+4=4, also:  limx→44−x2−x=4.
 
              c) Für x≠a gilt: x3−a3x−a=(x−a)(x2+ax+a2)x−a=x2+ax+a2
 
              Daraus folgern wir unmittelbar: limx→ax3−a3x−a=3a2

            
 
             4. Für welche(s) a∈R existiert limx→2(1x2−4−ax−2) in R? Welchen Wert hat er?
 
             
              Lösung:
 
              Zunächst bringen wir den zu untersuchenden Ausdruck auf den Hauptnenner: 

               1x2−4−ax−2=1−a(x+2)x2−4 
              

               Für x→2 geht der Nenner gegen 0, der Zähler gegen 1−4a. Ist der Zählergrenzwert ungleich 0, so existiert der Gesamtgrenzwert nicht in R (Nenner geht gegen 0!). Der Ausdruck kann also nur dann einen Grenzwert haben, wenn a=14 ist.
 
              Dies eingesetzt erhalten wir für x≠2:  1−14(x+2)x2−4=−14(x−2)(x−2)(x+2)=−14(x+2), woraus sich unmittelbar der gesuchte Grenzwert ablesen lässt, nämlich:
 
              Nur für a=14 existiert limx→2(1x2−4−ax−2) in R, sein Wert ist dann −116.

            
 
             5. Berechnen Sie limx→0sinxx. Überlegen Sie zunächst, dass es genügt, limx→0+sinxx zu bestimmen. Bestimmen Sie diesen Grenzwert durch einen elementargeometrischen Ansatz, bei dem Sie in Bild 1.7.1 dargestellte Dreiecks- und Sektorflächen miteinander vergleichen.
 
             
              Lösung:
 
              Falls limx→0+sinxx=a in R existiert, so gilt für die linksseitige Annäherung x→0−
 
              (mit y=−x):  limx→0−sinxx=limy→0+sin(−y)−y=limy→0+sinyy=a
 
              Links- und rechtsseitiger Grenzwert sind also gleich, das heißt, dass auch limx→0sinxx in R existiert. Es genügt also, limx→0+sinxx zu bestimmen:
 
              In dem zum Winkel x gehörigen Kreissektor in Bild 1.7.1 liegt ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten sin x und cos x, das den Flächeninhalt F1=12sinxcosx hat. Der Kreissektor liegt andererseits in einem rechtwinkligen Dreieck mit den Katheten tan x und 1 (Einheitskreis!), dessen Inhalt ist demnach F3=12tanx. Bei der Berechnung des Flächeninhalts F2 des Kreissektors beachten wir, dass x im Bogenmaß vorliegt und der Kreisradius 1 ist. Wir haben 

               F2Gesamtfläche=xGesamtumfang⇔F2=12x. 
              

               Offensichtlich ist F1<F2<F3, also 12sinxcosx<12x<12tanx, woraus wir durch Division durch den positiven Term 12sinx erhalten: 

               cosx<xsinx<1cosx 
              

               Für x→0+ gehen der erste und letzte Term dieser Ungleichungskette gegen 1, sodass dies auch für den mittleren gelten muss. Nach Kehrwertbildung erhalten wir damit: 

               limx→0+sinxx=limx→0sinxx=1 
              

            
 
             6. Begründen Sie, warum die durch f(x)=xαsin(1x)fürx>00fürx=0 gegebene Funktion für jedes α∈R+ stetig ist, für α=0 aber nicht. Beschreiben Sie für beide Fälle die Graphen von f.
 
             
              Lösung:
 
              Für x0≠0 liegt für jedes α∈R0+ Stetigkeit vor, da hier die Funktionen xα, 1x und sin x, aus denen f(x) zusammengesetzt ist, stetig sind. Mit α∈R+ untersuchen wir nun die Stetigkeit in x0=0:
 
              Sei dazu xn eine beliebige Nullfolge, die an keiner Stelle den Wert 0 annimmt. Damit ist f(xn)=xnα·sin(1xn). Da α>0 ist, ist auch xnα eine Nullfolge. sin(1xn) ist im Allgemeinen zwar keine konvergente, aber wegen der Sinusfunktion beschränkte Folge. Da ein Produkt aus Nullfolge und beschränkter Folge stets eine Nullfolge ergibt, ist limn→∞f(xn)=0, also gleich dem Funktionswert an der Stelle 0; f ist also auch stetig in x0=0.
 
              Für α=0 ändert sich die Untersuchung von f(xn) an entscheidender Stelle: Wegen xn0=1 fehlt die Nullfolge als Faktor, es bleibt nur die beschränkte, aber im Allgemeinen nicht konvergente Folge sin(1xn) übrig. limx→0f(x) existiert also nicht (siehe hierzu auch LB 1.7), durch keine Zusatzdefinition für die Stelle 0 kann f(x) somit zu einer auf ganz R stetigen Funktion erweitert werden.
 
              Um den Graphen von f zu beschreiben, machen wir uns zunächst klar, wo die Funktion auf R+ Nullstellen besitzt:
 
              Da xα stets positiv ist, muss dazu der Sinusterm 0 werden, sein Argument muss also ein ganzzahliges Vielfaches von π sein. Die Nullstellen liegen somit bei x=1nπ (n∈N+), sie häufen sich also bei x=0. Der Faktor xα beschreibt die „Amplitude“ der Oszillation: Ist α positiv, so wird dieser Term für Annäherung an 0 immer kleiner, der Graph wird also „auf den Nullpunkt gezwungen“. Für α=0 bleiben die lokalen Extremwerte, die die Funktion f stets zwischen den Nullstellen annimmt, auf 1 bzw. −1, und das beliebig nah bei 0. Zur Veranschaulichung sind in Bild 1.7.2 und 1.7.3 beide Fälle dargestellt.

            
 
             7. Wie müssen bei der folgenden abschnittsweise definierten Funktion die Parameter a und b gewählt werden, damit f auf ganz R stetig wird? 
               f(x)=−x−1fürx<−1acos(−π2+π2x)+bsin(−π2+πx)fürx∈[−1,1]x+3fürx>1 
              
 
            
 
            
              [image: ]
                Bild 1.7.1 Die trigonometrischen Funktionswerte am Einheitskreis

             
            
              [image: ]
 
             
              Lösung:
 
              Da alle drei Abschnittsfunktionen über ihren jeweiligen Geltungsbereich hinaus stetig sind (die ersten beiden sind auf ganz R, die dritte auf [−3,∞[ stetig), muss lediglich die Stetigkeit in den beiden „Flickstellen“ −1 und 1 untersucht werden. Bei der Untersuchung der unterschiedlichen einseitigen Grenzwerte von f können wir dabei davon Gebrauch machen, dass die Abschnittsfunktionen dort noch stetig sind, wir also einfach den Grenzwert als Funktionswert (durch Einsetzen) erhalten. Im Einzelnen gilt bei x0=−1: 

               limx→(−1)−f(x)=limx→(−1)−(−x−1)=0limx→(−1)+f(x)=limx→(−1)+(acos(−π2+π2x)+bsin(−π2+πx))=−a+b 
              

               Damit in x0=−1 Stetigkeit vorliegt, müssen rechts- und linksseitiger Grenzwert gleich sein, also muss a=b gelten.
 
              Analog bei x0=1: limx→1−f(x)=a+b, limx→1+f(x)=limx→1+x+3=2; also a=b=1

            
 
           
        
      
      
        
           
            2 Etwas Lineare Algebra
 
          
 
          
            2.1 Vektorräume und lineare Abbildungen
 
             1. Zeigen Sie elementargeometrisch: Haben die ebenen Vektoren a→ und b→ die Koordinaten (a1,a2) bzw. (b1,b2), so hat a→+b→ die Koordinaten (a1+b1,a2+b2).
 
             
              Lösung:
 
              Die Komponenten von a→+b→ lassen sich unmittelbar in Bild 2.1.1 ablesen.
 
              
                [image: ]
                  Bild 2.1.1 Addition ebener Vektoren anschaulich (zu Aufgabe 1)

              
            
 
             2. Im R2 definiere man Verknüpfungen ⊕:R2×R2→R2 („Addition“) und ∗:R×R2→R2 („Multiplikation mit einem Skalar“) durch 
               (a1,a2)⊕(b1,b2):=(a2+b2,a1+b1)undλ∗(a1,a2):=(λa2,λa1). 
              
 Prüfen Sie, welche Vektorraumaxiome von diesen Verknüpfungen erfüllt werden.
            
 
            Was ändert sich, wenn man als Addition die „normale“ Addition im R2 nimmt und die Multiplikation mit einem Skalar als 
               λ∗(a1,a2):=(0,0) 
              
 definiert?
            
 
             
              Lösung:
 
              Wir wiederholen zunächst die Vektorraumaxiome:
 
              Eine Menge V mit zwei Verknüpfungen, „Addition“ und „Multiplikation mit einem Skalar“ genannt, heißt R-Vektorraum, wenn für die Verknüpfungen folgende acht Bedingungen erfüllt sind: 

               
                	(i)

                	 
                   
                    	a)

                    	 
                      für alle v,w,u∈V gilt: v+(w+u)=(v+w)+u,
 
 
                    	b)

                    	 
                      für alle v,w∈V gilt: v+w=w+v,
 
 
                    	c)

                    	 
                      es gibt ein Element 0∈V, sodass für alle v∈V0+v=v gilt,
 
 
                    	d)

                    	 
                      für jedes v∈V gibt es ein −v∈V derart, dass v+(−v)=0 gilt;
 
 
                  
 
 
                	(ii)

                	 
                  für alle λ,μ∈K, v,w∈V gilt:
 
                   
                    	a)

                    	 
                      (λ·μ)v=λ(μv),
 
 
                    	b)

                    	 
                      (λ+μ)v=λv+μv,
 
 
                    	c)

                    	 
                      λ(v+w)=λv+λw,
 
 
                    	d)

                    	 
                      1v=v.
 
 
                  
 
 
              

               zu (i) a): Mit a→=(a1,a2), b→=(b1,b2) und c→=(c1,c2) ist 

               a→⊕(b→⊕c→)=(a1,a2)⊕(b2+c2,b1+c1)=(a2+(b1+c1),a1+(b2+c2)), 
              

               aber 

               (a→⊕b→)⊕c→=(a2+b2,a1+b1)⊕(c1,c2)=((a1+b1)+c2,(a2+b2)+c1), 
              

               was nicht dasselbe ist – (i) a) gilt also im Allgemeinen nicht.
 
              zu (i) b): a→⊕b→=b→⊕a→ gilt, wie Sie leicht mithilfe des Kommutativgesetzes in R überprüfen können.
 
              zu (i) c): Offenbar erfüllt der übliche Nullvektor (0,0) die gewünschte Bedingung.
 
              zu (i) d): Für a→=(a1,a2) erfüllt (−a1,−a2) die gewünschte Bedingung (also wie im „normalen“ R2).
 
              zu (ii) a): Es ist   (λμ)∗a→=(λμa2,λμa1), 

               währendλ∗(μ∗a→)=λ∗(μa2,μa1)=(λμa1,λμa2) 
              

               ist, im Allgemeinen also etwas anderes.
 
              Genauso sieht man, dass (ii) b) nicht allgemeingültig ist.
 
              (ii) c) wiederum gilt, wie folgende Rechnung zeigt: 

               λ∗(a→⊕b→)=λ∗(a2+b2,a1+b1)=(λ(a1+b1),λ(a2+b2))sowieλ∗a→⊕λ∗b→=(λa2,λa1)⊕(λb2,λb1)=(λa1+λb1,λa2+λb2) 
              
 
              (ii) d) gilt im Allgemeinen nicht, denn 

               1∗a→=(1·a2,1·a1)≠(a1,a2)=a→,wenna1≠a2ist. 
              
 
              Ersetzt man ⊕ durch die übliche Vektoraddition, so sind natürlich die Axiome (i) a)–d) erfüllt, da sie sich nur auf die Addition beziehen.
 
              Offensichtlich erfüllt die gegebene Multiplikation mit einem Skalar aber auch die Bedingungen (ii) a)–c), denn auf beiden Seiten der Gleichungen ergibt sich stets der Nullvektor.
 
              Dass R2 mit diesen Verknüpfungen trotzdem kein Vektorraum ist, liegt lediglich daran, dass die so selbstverständlich erscheinende Forderung 1v=v als einzige nicht erfüllt ist!

            
 
             3. Zeigen Sie, dass die Menge aller linearen Abbildungen L(V,W) von V nach W (mit den wie üblich definierten Verknüpfungen von Funktionen) einen Vektorraum bilden.
 
             
              Lösung:
 
              Zunächst muss gezeigt werden, dass L(V,W) bezüglich der angesprochenen Verknüpfungen abgeschlossen ist; das heißt, dass die Summe zweier linearer Abbildungen und Multiplikation mit einem Skalar wiederum linear sind.
 
              Dazu seien f,g:V→W lineare Abbildungen und λ eine reelle Zahl. Damit gilt mit beliebigen v, w∈V: 

               (f+g)(v+w)=f(v+w)+g(v+w)=(f(v)+f(w))+(g(v)+g(w))=(f(v)+g(v))+(f(w)+g(w))=(f+g)(v)+(f+g)(w) 
              

               Damit ist f+g linear; bei „λf ist linear“ gehen wir analog vor: 

               (λf)(v+w)=λ(f(v+w))=λ(f(v)+f(w))=λf(v)+λf(w)=(λf)(v)+(λf)(w) 
              

               Die Vektorraumaxiome brauchen wir nun nicht mehr zu zeigen, da ganz allgemein die Menge aller Abbildungen in einen Vektorraum (nichts weiter vorausgesetzt!) einen Vektorraum bilden.

            
 
           
          
            2.2 Unterräume und lineare Unabhängigkeit
 
             1. Es sei V=R4. Prüfen Sie, ob folgende Vektoren linear abhängig/unabhängig sind: 
 
            a) (1,1,0,1), (1,0,1,1), (1,1,1,0), (0,1,1,1)
 
            b) (0,1,0,−1), (1,0,3,6), (1,2,3,4)
 
            Geben Sie im Falle der linearen Abhängigkeit einen Vektor als Linearkombination der anderen an. Wie groß sind die Dimensionen der durch die Vektormengen aus a) bzw. b) durch Linearkombinationen erzeugbaren Unterräume?
 
             
              Lösung:
 
              a) Der Ansatz λ1υ→1+λ2υ→2+λ3υ→3+λ4υ→4=0→ führt zu den vier Gleichungen 

               λ1+λ2+λ3=0λ1+λ3+λ4=0λ2+λ3+λ4=0λ1+λ2+λ4=0 
              
 
              Subtraktion von erster und zweiter Gleichung liefert   λ2=λ4,   (∗)
 
              von erster und vierter entsprechend          λ3=λ4.   (∗∗)
 
              (∗) und (∗∗) in die dritte Gleichung eingesetzt ergibt λ4=0 und damit auch λ2=λ3=0. Aus der ersten Gleichung folgt damit schließlich λ1=0, die Vektoren sind also linear unabhängig. Die Dimension des Unterraums ist 4 (also der ganze Raum).
 
              b) Der Ansatz λ1υ→1+λ2υ→2+λ3υ→3=0→ führt zu vier Gleichungen für drei Unbekannte: 

               λ2+λ3=0λ1+2λ3=03λ2+3λ3=0−λ1+6λ2+4λ3=0 
              
 
              Erste und dritte Gleichung besagen beide, dass λ2=−λ3 ist, die zweite bedeutet, dass λ1=−2λ3 ist.
 
              Mit diesen Beziehungen ist die vierte Gleichung immer erfüllt, λ3 kann also beliebig gewählt werden, wir setzen etwa λ3=1, was λ2=−1 und λ1=−2 zur Folge hat. Die Vektoren sind also linear abhängig.
 
              Der Ansatz liefert mit diesen Werten 

               −2(0,1,0,−1)−(1,0,3,6)+(1,2,3,4)=(0,0,0,0), 
              

               woraus wir die Linearkombination 

               (1,2,3,4)=(1,0,3,6)+2·(0,1,0,−1) 
              

               erhalten, was auch durch „scharfes Hinsehen“ möglich gewesen wäre. Durch Umstellen der letzten Gleichung ergeben sich weitere mögliche Linearkombinationen.
 
              Da (1,0,3,6) und (0,1,0,−1) offensichtlich linear unabhängig sind, bilden sie eine Basis des Unterraums; dieser ist also zweidimensional.
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