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Vorwort

Dieses Buch verdankt sein Entstehen dem vor einigen Jahren gefaSten Ge-
danken der Uberarbeitung und Aktualisierung unserer friiheren Abhandlung:
Digital Signal Processing, die 1975 veroffentlicht wurde. Ihre hohen Aufla-
genziffern bescheinigen das auBerordentliche Interesse an dem Thema sowie
die Bedeutung der Signalverarbeitung. Natiirlich wird das Thema weiterhin
in dem MaSBe an Bedeutung gewinnen, wie sich die zur Verfiigung stehenden
Technologien zur Implementierung der zeitdiskreten Signalverarbeitung wei-
ter entwickeln. Schon bald nach Beginn der Uberarbeitung erkannten wir, da8
es zweckmiBiger wire, ein neues Lehrbuch zu erstellen, das auf unserem ersten
Werk basiert, und gleichzeitig dieses weiterhin zur Verfiigung zu haben.

Der Titel Discrete- Time Signal Processing wurde aus mehreren Griinden
fiir das neue Buch gewidhlt. In der Mitte der sechziger Jahre kam die digi-
tale Signalverarbeitung als neuer Zweig der Signalverarbeitung auf, geférdert
durch die Méglichkeit von Echtzeit-Signalverarbeitung mit Hilfe digitaler Re-
chenanlagen. Der Terminus digitale Signalverarbeitung (digital signal proces-
sing) bezieht sich besonders auf die Verarbeitung auf der Grundlage der di-
gitalen Technologien, was sowohl eine Zeit als auch eine Amplitudenquanti-
sierung beinhaltet. Dennoch ist der eigentlich prinzipielle Gesichtspunkt nach
Meinung aller Buchautoren fiir digitale Signalverarbeitung in der Quantisie-
rung der Zeit, — d.h. der zeitdiskreten Eigenschaft der Signale — zu sehen.
Viele Signalverarbeitungstechniken (charge transport devices, switched capa-
citor filters) sind zwar zeitdiskret, aber nicht digital. Die Signalwerte werden
getaktet abgetastet und die Zeitachse wird diskretisiert, aber die Signalam-
plitude wird weiterhin als eine analoge Groe betrachtet.

Als in der Mitte der siebziger Jahre das Buch “Digital Signal Proces-
sing* verdffentlicht wurde, fanden nur an wenigen Hochschulen Vorlesungen
iiber digitale und zeitdiskrete Signalverarbeitung statt und diese richteten
sich auch nur an graduierte Studenten. Inzwischen werden die grundlegenden
Zusammenhinge schon am Anfang des Studiums gelehrt; manchmal sind sie
sogar Bestandteil einer ersten Vorlesung iiber lineare Systeme. Ebenso werden
wichtige Prinzipien auf einem etwas hoheren Niveau gegen Ende des Grund-
studiums gebracht. Viele unserer Uberlegungen bei der Planung des neuen
Buches betrafen die Bedeutung der diskreten Signalverarbeitung fiir die unte-
ren Ausbildungsstufen. Die entsprechenden Abschnitte im neuen Buch werden
daher deutlich erweitert und es wurden auch die linearen Systeme, die Abta-
stung, die Multirate-Signalverarbeitung, einige Anwendungsbeispiele und die
Spektralanalyse eingeschlossen. AuBerdem wurde eine grofe Anzahl weiterer
Beispiele zur Vertiefung und Erliuterung wichtiger Konzepte zugefiigt. Das
neue Buch enthilt so eine reichliche Auswahl von iiber 400 Aufgaben, deren
Lésungsbuch fiir Kursleiter erhiltlich ist. Es wird vorausgesetzt, daB der Le-
ser iiber ein fortgeschrittenes mathematisches Hintergrundwissen verfiigt, das
die komplexe Arithmetik, die lineare Systemtheorie fiir kontinuierliche Signa-
le und die Laplace- und Fourier-Transformation einschlieit, alles das, was in
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den meisten ingenieurwissenschaftlichen Lehrbiichern enthalten ist. Mit diesen
Grundlagen kann der gesamte Inhalt des Buches verstanden werden. Es wer-
den beispielsweise keine Kenntnisse iiber diskrete Zeitsignale, die z-Transfor-
mation oder die diskrete Fourier-Transformation vorausgesetzt. In den letzten
Abschnitten mancher Kapitel sind einige Themen wie das Quantisierungsrau-
schen erwihnt, die Grundlagen iiber stochastische Signale voraussetzen. Ein
kurzer Uberblick iiber diese bendtigten Grundlagen ist im Anhang A zu fin-
den.

Es ist inzwischen in vielen Signalverarbeitungskursen iiblich, Ubungen
vorzulegen, die mit einem Rechner gelost werden sollen. Viele der Aufgaben
aus dem vorliegenden Buch kénnen ebenfalls leicht in Aufgaben umgewan-
delt werden, die mit Hilfe eines Rechners zu 16sen sind. Mit einer oder zwei
Ausnahmen haben wir absichtlich vermieden, Software bereitzustellen, mit de-
nen Algorithmen implementiert werden konnen, die in dem Buch beschrieben
sind. Hierfiir gibt es verschiedene Griinde. Zuerst einmal sind fiir jeden be-
kannten Personalcomputer und jede Workstation eine Menge von preiswerten
Programmpaketen fiir die Signalverarbeitung verfiigbar. Diese Programmpa-
kete sind gut dokumentiert, bieten eine exzellente technische Unterstiitzung
und besitzen, zumindest einige, auch eine hervorragende Benutzerschnittstel-
le, die den Studenten die Bedienung erleichtert. Weiterhin werden sie kon-
tinuierlich weiterentwickelt, was eine regelmifigen Uberarbeitung und Ak-
tualisierung der vorhandenen Schulungspakete bewirkt. Obwohl wir sicherlich
alle eine Lieblingssoftware haben, wird sie sich im Laufe der Zeit indern,
und daher bevorzugen wir hier diejenigen rechnerorientierten Aufgaben, die
unabhingig von speziellen Software-Systemen oder Herstellern sind. Gelegent-
lich haben wir FORTRAN-Programme verwendet, um bestimmte Punkte zu
veranschaulichen. Das geschah wegen der leichten Lesbarkeit von FORTRAN
und soll nicht bedeuten, daB wir unbedingt ihren Einsatz in der Forschung
oder bei technischen Anwendungen empfehlen wollten. Obwohl FORTRAN
haufig ineffizient fiir die Implementierung eines Algorithmus ist, kann sie ei-
ne brauchbare Sprache zur Ubermittlung der Struktur einer Rechenvorschrift
sein.

Der Stoff in diesem Buch ist in einer solchen Art und Weise geordnet, dafl
eine betriachtliche Flexibilitdt, in allen Ausbildungsstufen, d.h. fiir Anfinger
und Fortgeschrittene, entsteht. Eine typische einsemestrige Grundausbildung
konnte die Kapitel 2, Abschnitt 2.0-2.9; Kapitel 3, Abschnitt 3.0-3.6; Kapi-
tel 4; Kapitel 5, Abschnitt 5.0-5.3; Kapitel 6, Abschnitt 6.0-6.5; Kapitel 7,
Abschnitt 7.0-7.2 und Abschnitt 7.4-7.5 eingehend behandeln. Sollten die
Studenten bereits in einem allgemeinen Signal- und Systemtheoriekurs die
zeitdiskreten Systeme und Signale kennengelernt haben, ist es méglich, die
Kapitel 2, 3 und 4 schneller zu durchlaufen und die gewonnene Zeit fiir das
Kapitel 8 aufzuwenden. Ein einsemestriger Kurs in héheren Semestern kénnte
sich mit den schon genannten Kapiteln sowie den verbleibenden Abschnitten
im 5. Kapitel, einem kurzen Ausblick iiber praktische Gesichtspunkte in den
Abschnitten 3.0, 6.7-6.10, einer Bearbeitung von optimalen FIR-Filtern, wie
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sie im Abschnitt 7.6 und 7.7 enthalten sind, und einer Erorterung der dis-
kreten Fourier-Transformation (DFT, Kapitel 8) sowie deren Berechnung mit
Hilfe der FFT (Kapitel 9) beschiftigen. Die Betrachtung der DFT kann durch
viele Beispiele aus dem Kapitel 11 erganzt werden. In einem zweisemestrigen
Kurs kénnte der gesamte Text zusammen mit einer Anzahl aktueller Themen
behandelt werden.

In Kapitel 2 stellen wir die grundsétzlichen Klassen der zeitdiskreten
Signale und Systeme vor und definieren grundlegende Systemeigenschaften
wie Linearitat, Zeitinvarianz, Stabilitit und Kausalitdt. Der Schwerpunkt in
diesem Buch liegt auf den linearen zeitinvarianten Systemen, da zum Ent-
wurf und zur Analyse dieser Systeme eine grofie Anzahl von Hilfsmitteln zur
Verfiigung steht. In Kapitel 2 entwickeln wir im besonderen die Zeitbereichs-
darstellung der linearen zeitinvarianten Systeme durch die Faltungssumme
und fiihren die Klasse der linearen zeitinvarianten Systeme ein, die durch
lineare Differenzengleichungen mit konstanten Koeffizienten beschrieben wer-
den kénnen. In Kapitel 6 werden wir diese Systemklasse ausfiihrlicher behan-
deln. Weiterhin enthilt das 2. Kapitel eine Einfiihrung in die Frequenzbe-
reichsdarstellung von Signalen und Systemen mit Hilfe der Fourier-Transfor-
mation. Besonderes Gewicht wird in diesem Kapitel auf die Darstellung von
Zahlenfolgen durch Terme der Fourier-Transformation gelegt, d. h. durch eine
Linearkombination von komplexen Exponentialfunktionen, und auf die Ent-
wicklung der grundsitzlichen Eigenschaften der Fourier-Transformation. Die
detaillierte Diskussion der Analyse von linearen zeitinvarianten Systemen mit
Hilfe der Fourier-Transformation wird bis zum Kapitel 5 verschoben.

In Kapitel 3 erarbeiten wir detailliert den Zusammenhang zwischen zeit-
kontinuierlichen und zeitdiskreten Signalen, wenn diese zeitdiskreten Signale
durch die Abtastung von zeitkontinuierlichen Signalen entstanden sind. Dies
beinhaltet auch die Beschiftigung mit dem Nyquist-Abtasttheorem. Weiter-
hin betrachten wir die ,Hoch- und Herunterabtastung“ von zeitdiskreten Si-
gnalen, wie sie beispielsweise in “multirate“ Signalverarbeitungssystemen und
zur Abtastratenwandlung eingesetzt werden. Das Kapitel schlieft mit prakti-
schen Vorschldgen zur Umwandlung von zeitkontinuierlichen Signalen in zeit-
diskrete Signale unter Beriicksichtigung einer Vorfilterung zur Vermeidung
von “Aliasing“, und einer Modellierung der Effekte, die bei einer Amplituden-
quantisierung entstehen, wenn zeitdiskrete Signale digital dargestellt werden.

In Kapitel 4 wird die z-Transformation als eine Verallgemeinerung der
Fourier-Transformation vorgestellt. In Kapitel 5 wird ausfithrlich beschrie-
ben, wie die Fourier-Transformation und die z-Transformation zur Analyse
und zur Darstellung von linearen zeitinvarianten Systemen eingesetzt wer-
den kénnen. Im besonderen definieren wir in Kapitel 5 die Klasse der idea-
len frequenzselektiven Filter und entwickeln die Systemfunktionen und die
Pol-/Nullstellendiagramme fiir Systeme, die durch lineare Differenzenglei-
chungen mit konstanten Koeffizienten beschrieben werden kénnen. Die Rea-
lisierung dieser Systemklasse wird eingehend in Kapitel 6 beschrieben. Wei-
terhin definieren und behandeln wir in Kapitel 5 die Gruppenlaufzeit, Pha-
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senantwort und die Phasenverzerrung sowie die Beziehungen zwischen dem
Amplituden- und Phasengang eines Systems. Hier werden alle wichtigen Sy-
steme wie Minimalphasensysteme, Allpaisysteme und Systeme mit einer ver-
allgemeinerten linearen Phase behandelt.

In Kapitel 6 beschiftigen wir uns besonders mit den Systemen, die durch
lineare Differenzengleichungen mit konstanten Koeffizienten beschrieben wer-
den und entwickeln deren Darstellung mit Hilfe von Blockdiagrammen und
linearen SignalfluBigraphen. GroBe Teile dieses Kapitels beschiftigen sich mit
dem Entwurf diverser wichtiger Systemstrukturen und dem Vergleich ihrer
Eigenschaften. Die Bedeutung dieser Diskussion und die Mannigfaltigkeit der
Filterstrukturen hingen damit zusammen, dafl bei einer praktischen Reali-
sierung eines zeitdiskreten Systems die Auswirkungen der Koeffizientenunge-
nauigkeit und der Rechenfehler stark von der verwendeten Struktur abhiangig
sind. Da sich die grundsétzlichen Gesichtspunkte bei der Implementierung von
digitalen oder zeitdiskreten analogen Systemen &hneln, haben wir sie in die-
sem Kapitel im Zusammenhang mit einer digitalen Realisierung beschrieben,
wobei die Auswirkungen der Koeflizientenquantisierung und der arithmeti-
schen Rundungsfehler in digitalen Filtern betrachtet werden.

Wihrend Kapitel 6 die Darstellung und Realisierung linearer Differen-
zengleichungen mit konstanten Koeflizienten beinhaltet, befaBt sich das Ka-
pitel 7 mit der Diskussion der Verfahren, mit denen man die Koeffizienten
dieser Klasse von Differenzengleichungen bestimmt, um eine gewiinschte Sy-
stemantwort zu approximieren. Die Entwurfstechniken sind getrennt in Ent-
wurfsverfahren fiir rekursive Digitalfilter (infinite impulse response, IIR) und
nichtrekursive Digitalfilter (finite impulse response, FIR).

In der zeitkontinuierlichen Systemtheorie ist die Fourier-Transformation
in erster Linie ein analytisches Werkzeug zur Darstellung von Systemen und
Signalen. Im Gegensatz dazu verlangen im zeitdiskreten Fall viele Signalverar-
beitungssysteme und Algorithmen die explizite Berechnung der Fourier-Trans-
formation. Da die Fourier-Transformation selbst nicht berechnet werden kann,
wird ihre Abtastversion, die diskrete Fourier-Transformation (DFT) betech-
net. Fiir Signalfolgen begrenzter Linge ist die DFT eine vollstindige Fou-
rier-Darstellung des Signals. In Kapitel 8 wird eine Einfiihrung in die diskrete
Fourier-Transformation und ihre Eigenschaften gegeben, und der Zusammen-
hang mit der zeitdiskreten Fourier-Transformation wird bis in Einzelheiten
erklirt. In Kapitel 9 wird eine reiche und wichtige Vielfalt von Algorith-
men zur Berechnung und Erzeugung der diskreten Fourier-Transformation
eingefithrt und diskutiert, einschliefllich des Goertzel-Algorithmus, der “fast
Fourier transform“ (FFT) und der Chirp-Transformation.

In Kapitel 10 geben wir eine Einfiihrung in die diskrete Hilbert-Trans-
formation. Diese Transformation kommt in verschiedenen praktischen An-
wendungen vor, wie bei der inversen Filterung, der komplexen Darstellung
bei reellen BandpaBsignalen, Einseitenbandmodulationstechniken und vieles
andere. Sie hat ebenfalls eine besondere Bedeutung fiir die Klasse der Signal-
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verarbeitungstechniken, die man mit Cepstrum-Analyse und homomorphe Si-
gnalverarbeitung (Kapitel 12) bezeichnet.

Mit dem Hintergrundwissen, das in den vorangegangenen Kapiteln und
aus Teilen der Kapitel 2, 3, 5 und 8 erarbeitet wurde, beschiftigen wir uns in
Kapitel 11 mit der Fourier-Analyse von Signalen, die mit Hilfe der diskreten
Fourier-Transformation durchgefiithrt wird. Ohne ein genaues Verstindnis der
Eigenschaften und der Unterschiede zwischen der DFT und der Fourier-Trans-
formation kann in der praktischen Anwendung der Signalanalyse der Gebrauch
der DFT haufig zu Verwirrungen und falschen Auslegungen fithren. Wir wer-
den in Kapitel 11 eine Reihe solcher Fehler betrachten. In einer gewissen
Ausfiihrlichkeit werden wir auch die Fourier-Analyse von Signalen mit zeitva-
rianten Charakteristika vermittels der zeitabhéngigen Fourier-Transformation
betrachten.

In Kapitel 12 fithren wir eine neue Klasse von Signalverarbeitungstech-
niken ein, die als Cepstral-Analyse und homomorphe Signalverarbeitung be-
kannt sind. Diese Techniken basieren, obwohl sie nichtlinear sind, auf einer
Verallgemeinerung linearer Techniken, wie sie in vorangegangenen Kapiteln
des Buches behandelt wurden.

Wihrend wir dieses Buch schrieben, waren wir iiber die wertvolle Un-
terstiitzung, die Vorschlige und die Hilfe, die uns von vielen Kollegen, Studen-
ten und Freunden zuteil wurden, sehr froh. Uber die Jahre hinweg haben einige
unserer Kollegen am MIT und am Georgia Institute of Technology mit uns die
diskrete Signalverarbeitung gelehrt und ihre Sichtweise und Vorschlidge sind
fiir uns sehr niitzlich gewesen. Es waren die Professoren Jae Lim, Bruce Mu-
sicus und Victor Zue am MIT sowie die Professoren Tom Barnell, Mark Cle-
ments, Monty Hayes, Jim McClellan, Russ Mersereau, David Schwartz und
Mark Smith am Georgia Institute of Technology (Georgia Tech.). Die Profes-
soren McClellan und Zue zusammen mit Jim Glass vom MIT halfen uns auch
einige der Abbildungen dieses Buches vorzubereiten.

Bei der Ausarbeitung und Auswahl einer brauchbaren und vollstéindi-
gen Hausaufgabensammlung fiir dieses Buch halfen uns einige Studenten sehr
durch Vorsortierung, Gruppeneinteilung und durch kritische Betrachtung der
Auswahl moglicher Hausaufgaben, die wir tiber Jahre gesammelt hatten. Ins-
besondere méchten wir Joseph Bondaryk, Dan Cobra und Rosalind Wright
unseren Dank aussprechen fiir ihre unentbehrliche Hilfe bei dieser Aufgabe wie
auch fiir ihre weitere Hilfe bei einer Vielzahl von anderen Notwendigkeiten,
wie der Abbildungsvorbereitung und des Korrekturlesens.

Die spateren Stadien der Fertigstellung eines Buches verlangen die zeit-
aufwendige und oft miihsame Arbeit des Korrekturlesens und der genauen
Durchsicht und Korrektur der Fahnenabziige, ebenso wie die Suche nach Feh-
lern und Auslassungen auf den Seiten und schlieBlich den Verbesserungen in
letzter Sekunde. Wir hatten das ungeheure Gliick, eine lange Liste von freiwil-
ligen Helfern zu haben, die uns bei diesem Teil der Arbeit unterstiitzten. Beim
MIT waren es Hiroshi Miyanaga und Patrik Velardo, die einen groSen Teil der
Fahnenkorrekturen und Seiteniiberpriifungen mit aufiergewohnlicher Sorgfalt
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und Hingabe durchfiihrten. Unserer weiterer Dank gilt den MIT Studenten
Larry Candell und Avi Lele fiir das peinlich genaue Lesen vieler Kapitel der
Seitenabziige und Michele Covell, Lee Hetherington, Paul Hillner, Tae Joo, Ar-
mando Rodriguez, Paul Shen und Gregory Wornell fiir Ihre Hilfe bei den Fah-
nenkorrekturen. In dhnlicher Weise bedanken wir uns bei den Georgia Tech.
Studenten Robert Bamberger, Jae Chung, Larry Heck und David Pepper fiir
ihr sorgfiltiges Lesen der Seitenkorrekturen. Cheung Au-Yeung, Beth Carl-
son, Kate Cummings, Brian George, Lois Hertz, David Mazel, Doug Reynolds,
Craig Richardson, Janet Rutledge und Kevin Tracy gaben wertvolle Hilfen bei
der Bearbeitung der Fahnenkorrekturen. Wir sind allen unseren Studenten fiir
ihre wertvolle und aufmerksamen Vorschlage dankbar.

Auch méchten wir Monica Dove und Deborah Gage vom MIT und Chat-
ri Dunn, Kayron Gilstrap, Pam Major und Stacy Schultz vom Georgia Tech.
unseren Dank aussprechen fiir das Tippen verschiedener Teile des Manuskrip-
tes und fiir ihre Hilfe bei der unglaublich langen Liste von Details, mit denen
man sich bei der Herausgabe eines Lehrbuches beschéftigen muB. Wir sind
besonders Barbara Flanagan verpflichtet, die als Lektorin titig war. Barbaras
Perfektion und ihre peinlich genaue Aufmerksamkeit fiir Details haben deut-
lich zur Qualitit des Endproduktes beigetragen. Ebenso méchten wir unsere
Anerkennung gegeniiber Vivian Berman, einer Kiinstlerin und Freundin, aus-
driicken, die uns bei der Sichtung der vielen Ideen fiir den Buchumschlag zur
Seite stand.

Das MIT und das Georgia Tech. waren eine inspirierende Umgebung fiir
unsere Forschung und Lehre wahrend eines grofien Teils unseres beruflichen
Lebens. Diese Hochschulen haben uns sehr durch ihr Engagement und ihre
Hilfe bei dem Projekt unterstiitzt. R.W. Schafer mdchte sich besonders bei
der John und Mary Franklin Stiftung fiir die vielen Jahre der Unterstiitzung
durch den “John O. McCarty/Audichron Chair“ bedanken.

Ein grofier Teil des Buchinhalts und seiner Gliederung entstand wihrend
des Sommers 1985, als wir beide Géste des Ocean Engineering Department
bei der Woods Hole Oceanographic Institution waren, und wir méchten uns
nochmals fiir die Gastfreundschaft bedanken. A.V. Oppenheim bedankt sich
noch besonders bei der Woods Hole Oceanographic Institution und bei unseren
Freunden und Sommernachbarn Wares und Voses von Gansett Point fiir die
auBlergewdhnlich erfrischende, produktive und angenehme Sommerumgebung
seit dem Jahr 1978.

Wir sind sehr gliicklich, gerade mit Prentice Hall bei diesem Projekt zu-
sammengeatrbeitet zu haben. Unser Verhiltnis zu Prentice Hall besteht seit
vielen Jahren und es wurden schon viele Projekte bearbeitet. Die Ermutigung
und Unterstiitzung, wie sie durch Tim Bozik, Hank Kennedy und vielen an-
deren Mitarbeitern bei Prentice Hall gezeigt wurden, verstirkt die Freude am
Schreiben und Vervollstindigen eines Werkes wie diesem.

Alan V. Oppenheim
Ronald W. Schafer



1 Einfiihrung

Signale werden fiir die Kommunikation zwischen den Menschen und fiir die
Kommunikation zwischen Menschen und Maschinen eingesetzt. Sie werden
eingesetzt, um unsere Umgebung zu untersuchen, um Details von Struktu-
ren aufzudecken und um Nichtbeobachtbares darzustellen. Sie werden ebenso
eingesetzt, um Energie und Information nutzbar und steuerbar zu machen.
Signalverarbeitung ist fest mit der Darstellung, Transformation und der Ma-
nipulation von Signalen verbunden und der darin enthaltenen Information.
Beispielsweise mochten wir vielleicht zwei oder mehr Signale, die irgendwie
miteinander verbunden sind, trennen oder einige Komponenten oder Para-
meter in einem Signal verstirken. Viele Jahrzehnte lang spielte die Signal-
verarbeitung eine Hauptrolle auf den Gebieten der Sprach- und Datenkom-
munikation, der biomedizinischen Ingenieurwissenschaften, der Akustik, der
Sonarwissenschaft, der Radartechnik, Seismologie, der Olsuche, der Instru-
mententechnik, in der Robotik, der Konsumelektronik und vielen anderen.

Anspruchsvolle Signalverarbeitungsalgorithmen und Geréte sind in einer
grofien Palette von Systemen verbreitet. Diese reicht von hochentwickelten
militdrischen Geraten, liber industrielle Anwendungen bis hin zu preiswerten
Massenkonsumartikeln. Obwohl wir die Leistungen unserer hiuslichen Unter-
haltungsgerédte, wie Fernsecher und Stereo-Anlage fiir selbstverstandlich be-
trachten, arbeiten diese Gerdte immer an der Grenze der gerade technisch
machbaren Signalverarbeitung. Ein anderes Beispiel ist die Spracherzeugung,
die sich ihren Weg mit Hilfe der automatischen Sprachantwortsysteme und
Gebrauchsartikel, wie lernende Werk- und Spielzeuge bahnte, und dabei einen
verbliiffenden Weg von der Forschungsliteratur zu Realisierungen im militéri-
schen und industriellen Bereich und im Bereich der Konsumartikel gefunden
hat.

Das Feld der Signalverarbeitung profitierte immer durch die starke Kopp-
lung zwischen der Theorie, der Anwendung und der Technologie der Imple-
mentierung von Signalverarbeitungssystemen. Vor 1960 stiitzte sich die Tech-
nik der Signalverarbeitung fast ausschliellich auf zeitkontinuierliche und ana-
loge Systeme!. Die rasante Fortentwicklung der Digitalrechner und Mikro-
prozessoren, sowie die Entwicklung wichtiger theoretischer Grundlagen waren
der Hauptgrund fiir den Wechsel hin zu digitalen Techniken, und dem damit
verbundenen Aufschwung der digitalen Signalverarbeitung. Ein fundamen-
taler Aspekt der digitalen Signalverarbeitung ist der, daf sie auf der Ver-
arbeitung von Abtastwert-Sequenzen beruht. Diese zeitdiskrete Eigenschaft

t In allgemeinen Kontexten beziehen wir uns fiir unabhingige Variablen auf die ,Zeit"
ebenso wie in den Kontexten, in denen die unabhéngigen Variablen aus einer breiten
Palette anderer Dimensionen stammen kénnen. Entsprechend kénnen daher kontinuier-
liche Zeiten und diskrete Zeiten als Ersatz fiir irgend eine andere kontinuierliche oder
diskrete Variable vorkommen.



2 1 EINFUHRUNG

der digitalen Signalverarbeitungstechniken ist auch fiir andere Signalverarbei-
tungstechniken wie Oberflichen-Wellenfilter (“surface acoustic wave SAW),
ladungsgekoppelte Elemente (“charge-coupled devices® CCD) und Verfahren
mit geschalteten Kapazititen (“switched capacitor”) charakteristisch. Bei der
digitalen Signalverarbeitung werden die Signale durch eine Folge von Zahlen
endlicher Genauigkeit dargestellt, und die Verarbeitung wird durch den Ein-
satz eines Digitalrechners erreicht. Die allgemeinere Bezeichnung zeitdiskrete
Signalverarbeitung schlieft die digitale Signalverarbeitung als einen speziellen
Fall ein, erlaubt aber die Moglichkeit, auch eine Abtastfolge mit anderen Si-
gnalverarbeitungstechniken zu bearbeiten. In vielen Féllen ist die genaue Un-
terscheidung zwischen den Bezeichnungen ,digitale Signalverarbeitung® und
»zeitdiskrete Signalverarbeitung® von geringer Bedeutung, da in beiden Fillen
mit zeitdiskreten Signalen gearbeitet wird.

Obwohl es viele Beispiele gibt, in denen die zu verarbeitenden Signale
wirkliche Sequenzen sind, wird in den meisten Anwendungen die zeitdiskrete
Technik verwendet, um zeitkontinuierliche Signale zu verarbeiten. In diesen
Fallen wird das zeitkontinuierliche Signal in eine Folge von Abtastwerten,
also in ein zeitdiskretes Signal umgewandelt. Nach einer zeitdiskreten Verar-
beitung wird dann die Ausgangsfolge wieder in ein zeitkontinuierliches Signal
umgewandelt. Hierfiir wird oft eine Echtzeitverarbeitung gewiinscht. Damit
ist gemeint, daB das zeitdiskrete System so implementiert ist, daB das be-
rechnete Ausgangssignal mit der gleichen Rate ausgegeben wird, mit der das
Eingangssignal abgetastet wird. Zeitdiskrete Verarbeitung von zeitkontinuier-
lichen Signalen wird bereits regelmaBig eingesetzt in Kommunikationssystem-
en, Radar- und Sonaranlagen, Sprach- und Bildcodierung und in biomedizi-
nischen Ingenieurbereichen, um nur ein paar Gebiete zu nennen. Vieles in der
traditionellen Signalverarbeitung zielt darauf ab, ein Signal zu bearbeiten, um
ein anderes zu erhalten.

Ein anderes wichtiges Gebiet der Signalverarbeitung ist die Signalinter-
pretation. In diesem Fall ist der Grund fiir die Verarbeitung nicht der, ein Aus-
gangssignal aus einem Eingangssignal zu erhalten, sondern die Charakteristika
eines Eingangssignals zu erkennen. Beispielsweise ist es in einem Spracherken-
nungs- bzw. Sprachverstindnissystem wichtig, das Eingangssignal zu inter-
pretieren bzw. die Information zu extrahieren. Typischerweise wird man ein
solches System nach einer Vorverarbeitung (Filterung, Parameterschitzung),
gefolgt von einem Mustererkennungssystem einsetzen, um eine symbolische
Darstellung zu erzeugen, wie es die Lautschrift, d.h. eine phonetische Be-
schreibung der Sprache ist. Dieses symbolische Ausgangssignal kann als Ein-
gangssignal in ein Symbolverarbeitungssystem, z. B. in ein regelbasiertes Ex-
pertensystem, gegeben werden, um die letztendlich gewiinschte Interpretation
zu extrahieren. Eine weitere und relativ neue Kategorie der Signalverarbei-
tung ist die symbolische Manipulation von Signalverarbeitungsausdriicken.
Diese Form der Verarbeitung ist besonders in Signalverarbeitungs-, Work-
stations“ und bei dem CAD-Entwurf von Signalverarbeitungssystemen an-
wendbar (CAD = computer-aided design). Hierbei werden die Signale und
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Systeme durch abstrakte Datenobjekte dargestellt und manipuliert. Objekt-
orientierte Programmiersprachen wie LISP stellen eine geeignete Umgebung
zur Manipulation von System, Signalen und Signalverarbeitungsausdriicken
dar, da keine explizite Berechnung der Datenfolgen vorgenommen wird, und
bilden so die Basis fiir diese Form der Verarbeitung. Die Weiterentwicklung
von Systemen, die zur Verarbeitung von Signalbeschreibungen entworfen wer-
den, wird direkt durch die Verbindung von fundamentalen Signalverarbei-
tungskonzepten, Theoremen und Eigenschaften, wie sie fiir dieses Buch die
Grundlage bilden, beeinfluBit. Beispielsweise kann eine Entwurfsumgebung,
die die Eigenschaft beriicksichtigt, daB die Faltung im Zeitbereich der Multi-
plikation im Frequenzbereich entspricht, eine Menge Umstrukturierungen in
Filterentwiirfen aufkliren einschlieflich derer, die durch den direkten Ein-
satz der diskreten Fourier-Transformation und der FFT-Algorithmen ent-
stehen. In gleicher Weise kénnen Entwurfsumgebungen, die den Zusammen-
hang zwischen Abtastrate und Aliasing beriicksichtigen, vorteilhaft Gebrauch
von den “Dezimations“- und “Interpolations“- Strategien fiir die Filterim-
plementierung machen. Die Entwicklung von objektorientierten Umgebungen
fir den CAD System-Entwurf steckt noch in den Kinderschuhen und eine
detaillierte Diskussion dieser Thematik iibersteigt den Rahmen dieses Lehr-
buches. Dennoch ist es wichtig zu erkennen, dafl die grundlegenden Konzep-
te, die Inhalt dieses Buches sind, nicht als reine Theorien betrachtet wer-
den diirfen. Sie werden sehr wahrscheinlich zu einem festen Bestandteil der
CAD-Entwicklungsumgebungen und -Workstations fiir Signalverarbeitungs-
systeme werden.

Signalverarbeitungsmethoden sind selbstverstindlich nicht auf eindimen-
sionale Signale beschriankt. Obwohl einige fundamentale Unterschiede zwi-
schen den Theorien fiir ein- und mehrdimensionale Signalverarbeitungen be-
stehen, hat ein groBer Teil des Stoffes, den wir in diesem Lehrbuch besprechen,
ein direktes Gegenstiick in mehrdimensionalen Systemen. Die Theorie mehr-
dimensionaler Signale ist detailliert in Dudgeon und Mersereau (1983) und
Lim (1989) dargelegt!. Viele Bildverarbeitungsanwendungen verlangen zwei-
dimensionale Signalverarbeitungstechniken. Dies ist bei der Bildcodierung,
medizinischen Bildern, der Vergroferung und Analyse von Luftaufnahmen,
der Analyse von Wettersatellitenfotos und der Verbesserung von Videoiiber-
tragungen vom Mond oder von Raumfahrtsonden nétig. Anwendungen von
mehrdimensionalen digitalen Signalverarbeitungstechniken fiir die Bildverar-
beitung werden in Andrews und Hunt (1977), Castleman (1979), Pratt (1978)
und Macovski (1983) behandelt. Die Analyse seismischer Daten, die fiir Ol-
felderkundungen, Erdbebenmessungen und die Beobachtung nuklearer Tests
erforderlich ist, bendtigt ebenfalls mehrdimensionale Signalverarbeitungstech-
niken. Seismische Anwendungen werden in Robinson und Treitel (1980) sowie
Robinson und Durrani (1985) ndher behandelt.

t Namen von Autoren und Erscheinungsjahre werden in diesem Buch durchgehend dazu
verwendet, um auf Bicher und Artikel zu verweisen, die im Literaturverzeichnis am
Ende dieses Buches aufgefiihrt sind.
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Die mehrdimensionale Signalverarbeitung ist nur eine von vielen fortge-
schrittenen und spezialisierten Schwerpunkten, die auf den in diesem Buch
enthaltenen Fundamenten aufbauen. Die Spektralanalyse, die auf der diskre-
ten Fourier-Transformation aufbaut und der Einsatz von Signalmodellierun-
gen ist ein weiterer, besonders vielfaltiger und wichtiger Aspekt der Signalver-
arbeitung. Wir fiihren in viele Facetten dieses Gebietes ein, beschrinken uns
jedoch auf die grundsatzlichen Konzepte und Techniken, die sich auf den Ein-
satz der diskreten Fourier-Transformation beziehen. Als Ergénzung zu diesen
Techniken beziehen sich eine Menge anderer Spektralanalyse-Methoden in der
einen oder anderen Weise auf spezielle Signalmodelle. Beispielsweise gibt es
eine Klasse von hochauflésenden Spektralanalyseverfahren die als Verfahren
der maximalen Entropie (MEM maximum entropy method spectral analysis)
bezeichnet werden, die auf der Analysedarstellung des Signals als Antwort
eines zeitdiskreten, linearen zeitinvarianten Filters auf eine Anregung mit ei-
nem kurzen Impuls oder mit weilem Rauschen aufbaut. Die Spektralanalyse
beruht auf einer Schitzung der Parameter (also der Koeffizienten der Dif-
ferenzengleichung) des Systems und der Berechnung des Quadrats der Am-
plitude der Ubertragungsfunktion des Modellfilters. Eine durchgehende und
genaue Beschreibung der Methoden und Techniken dieses Ansatzes fiir die
Signalmodellierung und Spektralanalyse baut direkt auf den Beschreibungen
in diesem Text auf. Detaillierte Beschreibungen kénnen in Kay (1988) und
Marple (1987) nachgelesen werden.

Die Signalmodellierung spielt ebenfalls bet der Datenkompression und
Codierung eine wichtige Rolle, und auch hier bilden die Grundlagen der Dif-
ferenzengleichungen die Basis fiir das Verstdndnis dieser Verfahren. Beispiels-
weise nutzt eine Klasse der Signalcodierungstechniken, bekannt als “linear
predictive coding® (LPC), die Tatsache aus, daf, wenn ein Signal die Antwort
eines gewissen linearen zeitdiskreten Filters ist, ein Signalwert zu jedem (dis-
kreten) Zeitpunkt durch eine lineare Funktion aus den vorherigen (daher der
Begriff “linear predictive“) Signalwerten bestimmt werden kann. Daher kann
eine effiziente Signalbeschreibung durch eine Schitzung dieser Vorhersagepa-
rameter und die Nutzung des Vorhersagefehlers zur Darstellung des Signals
erreicht werden. Das Signal kann dann bei Bedarf mit Hilfe der Modellpara-
meter rekonstruiert werden. Diese Klasse der Signalcodierungstechniken ist
besonders geeignet fiir die Sprachcodierung und wurde sehr genau bei Jayant
und Noll (1984), Markel und Gray (1976) und Rabiner und Schafer (1978)
beschrieben.

Ein weiterer Schwerpunkt von beachtlicher Bedeutung ist die adaptive
Signalverarbeitung. In diesem Buch werden fast ausschlieBlich die linearen
zeitinvarianten Systeme betrachtet. Adaptive Systeme stellen einen speziel-
len Fall der zeitvarianten und in gewissem Sinn nichtlinearen Systeme dar.
Sie haben breite Anwendung gefunden und es gibt erprobte und wirksame
Techniken fiir ihren Entwurf und ihre Analyse. Wiederum bauen auch die-
se Techniken auf den Grundlagen der zeitdiskreten Signalverarbeitung auf.
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Genaueres iiber die adaptive Signalverarbeitung ist bei Haykin (1986) und
Widrow und Stearns (1985) zu finden.

Dies sollte nur einen kleinen Uberblick iiber die fortgeschritteneren Tech-
niken aufzeigen, die sich aus den Ansitzen dieses Buches ergeben. Weitere
Themen, die hier behandelt werden, sind: spezialisierte Filterentwurfsverfah-
ren, eine Vielzahl von speziellen Algorithmen zur Berechnung der Fourier-
Transformation, spezialisierte Filterstrukturen und verschiedene Multirate-
Signalverarbeitungstechniken. Eine Einfiihrung hierzu ist in Lim und Oppen-
heim (1988) enthalten.

Es wird oft gesagt, der Zweck eines grundlegenden Lehrbuches sollte sein,
ein Thema eher unvollstindig als vollstdndig zu behandeln, und durch die
Auswahl der Themen sowie die Genauigkeit der Beschreibung in diesem Buch
haben wir versucht, uns an eben diesen Ratschlag zu halten. Die obige kurze
Vorstellung von fortgeschritteneren Verfahren und das Literaturverzeichnis
am Ende dieses Buches sollten verdeutlichen, da8 es eine reiche Vielfalt von
weiterfilhrenden Wegen gibt, die aber alle von den Grundlagen ausgehen, die
hier beschrieben werden.

Historischer Uberblick

Die Zeitdiskrete Signalverarbeitung hat schon eine richtige Geschichte. Sie
hat sich iiber einen langen Zeitraum in recht unterschiedlich grofien Schritten
entwickelt. Seit der Erfindung der Differentialrechnung im 17. Jahrhundert
haben Wissenschaftler und Ingenieure Modelle entwickelt, um physikalische
Phénomene in Form von Funktionen kontinuierlicher Variablen und mit Dif-
ferentialgleichungen darzustellen. Numerische Techniken wurden eingesetzt,
sobald eine analytische Losung dieser Gleichungen nicht mehr méglich war.
Tatsédchlich verwendete bereits Newton finite-Differenzen-Verfahren, die spe-
zielle Fille von einigen zeitdiskreten Systemen sind, wie sie in diesem Buch
vorgestellt werden. Mathematiker des 18. Jahrhunderts - wie Euler, Bernoulli
und Lagrange entwickelten Methoden zur numerischen Integration und In-
terpolation von Funktionen mit kontinuierlichen Variablen. Eine interessante
historische Untersuchung von Heidemann, Johnson und Burrus (1984) zeigen,
dal GauBl die fundamentalen Prinzipien der FFT (siche Kapitel 9) um 1805
entdeckte noch bevor die Abhandlung von Fourier iiber die Darstellung von
Funktionen durch harmonische Reihen verdffentlicht wurde. Bis zum Anfang
der fiinfziger Jahre wurde Signalverarbeitung, wie wir sie definiert haben, ty-
pischerweise mit analogen Systemen, bestehend aus elektronischen Stromkrei-
sen, oder mit mechanischen Geridten durchgefiihrt. Auch als es moglich wur-
de, Digitalrechner in Biiros und wissenschaftlichen Labors einzusetzen, waren
diese noch sehr teuer und hatten relativ begrenzte Fahigkeiten. Etwa um die-
se Zeit fithrte die Notwendigkeit einer komplizierteren Signalverarbeitung in
einigen Anwendungsgebieten zu einem beachtlichen Interesse an der zeitdis-
kreten Signalverarbeitung. Einen der ersten Einsétze digitaler Rechner fiir die
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digitale Signalverarbeitungen findet man bei der Erddlsuche, wobei die seis-
mischen Daten fiir eine spiatere Verarbeitung auf Magnetbdnder gespeichert
werden konnten. Diese Art der Signalverarbeitung kann im allgemeinen nicht
in Echtzeit durchgefiihrt werden. Oft werden Minuten oder Stunden Rechen-
zeit benétigt, um nur Sekunden des Vorganges zu bearbeiten. Dennoch war
die Flexibilitit der digitalen Rechenanlagen als Alternative aufierordentlich
einladend.

Zur gleichen Zeit bewegte sich der Einsatz der digitalen Rechenanlagen
fiir die Signalverarbeitung in eine andere Richtung. Wegen der Flexibilitit
dieser Anlagen war es oft sehr niitzlich, neue Signalverarbeitungssysteme zu
simulieren, bevor sie als analoge Schaltung realisiert wurden. Auf diese Wei-
se konnte ein neuer Signalverarbeitungsalgorithmus oder ein System in einer
flexiblen Experimentalumgebung untersucht werden, bevor man an die wirt-
schaftliche und ingenieursméafige Realisierung ging. Typische Beispiele solcher
Simulationen waren die “Vocoder“-Simulationen beim “Lincoln Laboratory“
und bei den “Bell Laboratories“. Bei der Implementierung eines analogen
Kanal-Vocoders beeinflufit z. B. die Filtercharakteristik oft die vom Menschen
empfundene Qualitit des codierten Sprachsignals in einer Weise, die eine ob-
jektive quantitative Beurteilung erschwert. Durch die Computer-Simulation
konnten diese Filtercharakteristiken eingestellt werden, und die entstehende
Qualitat des Sprachcodierungsystems konnte ausgewertet und beurteilt wer-
den, bevor die analogen Gerite gebaut wurden.

In allen genannten Beispielen des Einsatzes von Digitalrechnern haben
diese eine vorher ungeahnte Flexibilitit ermoglicht. Dennoch konnte die Ver-
arbeitung nicht immer in Echtzeit erfolgen. Folglich war die iiberwiegende
Meinung zu dieser Zeit, daB der Digitalrechner nur zur Approzimation und
Stmulation eines analogen Signalverarbeitungssystem eingesetzt werden soll-
te. Deshalb bezogen sich die ersten Arbeiten iiber digitales Filtern darauf,
wie man ein Filter auf einem Digitalrechner programmieren kann, damit nach
einer Analog/Digital-Wandlung des Signals und einer digitalen Filterung mit
anschliefiender Digital/Analog-Wandlung das gesamte System ein analoges
Filter sehr gut approximieren kann. Die Erkenntnis, da8 digitale Systeme fiir
die Implementierung der Signalverarbeitung in der sprachlichen Kommunika-
tion, beim Radar sowie in anderen Anwendungen tatsdchlich praktisch sein
konnten, erschien im hochsten MaBe spekulativ. Geschwindigkeit, Kosten und
Geriteabmessung waren natiirlich die wichtigsten Faktoren, die fiir analoge
Komponenten sprachen.

Solange die Signale auf digitalen Rechnern verarbeitet wurden, lag es na-
tiirlich nahe, Signalverarbeitungsalgorithmen mit zunehmender Komplexitit
auszuprobieren. Einige dieser Algorithmen waren nur wegen der Flexibilitat
der Digitalrechner moglich und konnten offensichtlich in analogen Geriten
nicht mehr realisiert werden. Daher wurden viele dieser Algorithmen als in-
teressante, aber etwas unpraktikable Ideen betrachtet. Ein Beispiel fiir diese
Algorithmenklasse waren Verfahren, die man als Cepstrum-Analyse und ho-
momorphe Filterung bezeichnete. Es konnte auf Rechenanlagen klar gezeigt
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werden, dal diese Verfahren vorteilhaft zur Bandbreitenkompression, zur in-
versen Faltung und zur Echoentzerrung einsetzbar waren. Diese Verfahren
verlangten eine explizite Berechnung der inversen Fourier-Transformation der
logarithmierten Fourier-Transformierten des Eingangssignals. Die benétigte
Genauigkeit und Auflésung der Fourier-Transformation waren so hoch, dal
ein analoger Spektrumanalysator nicht eingesetzt werden konnte. Die Ent-
wicklung solcher Signalverarbeitungsalgorithmen machte die Idee einer digita-
len Gesamtlosung immer verlockender. Die ersten Arbeiten begannen mit der
Untersuchung von digitalen Vocodern, digitalen Spektrumanalysatoren und
anderen vollstindig digitalen Systemen, in der Hoffnung, daB diese Systeme
schliefllich auch einmal praktisch durchfiihrbar sein wiirden.

Die Entwicklung einer neuen Bewertung der zeitdiskreten Signalverarbei-
tung wurde weiter durch die Veroffentlichung eines effizienten Berechnungs-
algorithmus von Cooley und Tukey (1965) fiir die Fourier-Transformation
im Jahre 1965 gefordert. Dieser Algorithmus wurde bekannt als “fast Fou-
rier transform“ oder FFT. Die Entwicklung der FFT war aus verschiedenen
Griinden bedeutend. Viele Signalverarbeitungsalgorithmen, die bis dahin fiir
digitale Rechner entwickelt worden waren, erforderten eine Rechenzeit, die
um mehrere GroBenordnungen iiber der Echtzeit lagen. Dies war oft darauf
zuriickzufiihren, dafl eine wichtige Komponente bei der Signalverarbeitung die
Spektralanalyse war und daB kein effizientes Verfahren fiir ihre Implementie-
rung bekannt war. Die schnelle Fourier-Transformation (FFT) reduzierte die
Rechenzeit um einige Gréfilenordnungen. Dies erlaubte die Implementierung
von immer komplexer werdenden Signalverarbeitungsalgorithmen mit Zeiten,
die eine Interaktion mit dem angeschlossenen System zulieflen. Weiterhin lieff
die Erkenntnis, daf die FFT moglicherweise in speziellen Hardwarekompo-
nenten unterzubringen war, viele Signalverarbeitungsalgorithmen, die vorher
fiir die Praxis bedeutungslos schienen, wieder interessant werden.

Ein weiterer Aspekt der FFT war, dafl sich in ihr ein zeitdiskretes Kon-
zept verbirgt. Sie war auf die direkte Berechnung der Fourier-Transformierten
eines zeitdiskreten Signals oder einer Signalfolge gerichtet, hatte es mit mathe-
matischen Zusammenhéngen zu tun, die im zeitdiskreten Bereich exakt waren
- das heifit sie war nicht einfach eine Approximation einer zeitkontinuierlichen
Fourier-Transformation. Diese Tatsache regte an, die meisten Signalverarbei-
tungskonzepte und Algorithmen mit Hilfe der zeitdiskreten Mathematik zu
formulieren. Daraus ergab sich ein exakter Satz von Beziehungen im zeitdis-
kreten Bereich. Dies wiederum bedeutete die Abkehr von der Uberzeugung,
daB die Signalverarbeitung auf dem Digitalrechner nur eine Niherungsme-
thode fiir die analoge Signalverarbeitung sei. Damit entstand dann ein sehr
grofles Interesse fiir die zeitdiskrete Signalverarbeitung als eigenstindiges und
wichtiges Gebiet.

Ein weiterer grofie Entwicklungsschub in der Geschichte der zeitdiskreten
Signalverarbeitung kam durch die Mikroelektronik zustande. Die Erfindung
und Serienfertigung des Mikroprozessors ebnete den Weg fiir die Implemen-
tierung von preiswerten zeitdiskreten Signalverarbeitungssystemen. Obwohl
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die ersten Mikroprozessoren zu langsam fiir eine Echtzeitimplementierung
der meisten zeitdiskreten Signalverarbeitungssysteme war, hatte die Tech-
nologie der integrierten Schaltkreise in der Mitte der achtziger Jahre einen
Punkt erreicht, der die Realisierung von sehr schnellen Signalprozessoren mit
Festpunkt- und Gleitkommaarithmetik in einer speziell fiir zeitdiskrete Signal-
verarbeitungsalgorithmen angepafiten Architektur erlaubte. Mit dieser Tech-
nologie ergab sich zum ersten Mal die Moglichkeit einer breitgeficherten An-
wendung der zeitdiskreten Signalverarbeitung.

Mikroelektronikingenieure suchen auch weiterhin nach Verfahren um die
Integrationsdichte und die Ausbeute zu erhShen, und als Ergebnis steigen die
Komplexitdt und Leistungsfiahigkeit der Mikroelektroniksysteme stindig an.
In dem Ma8Be, in dem sich die “Wafer-Scale“-Integrationstechniken weiterent-
wickeln, werden sehr komplexe zeitdiskrete Signalverarbeitungssysteme mit
geringen Kosten, kleinem Volumen und geringer Leistungsaufnahme moglich.
Daraus folgend wird sich in Zukunft die Bedeutung der zeitdiskreten Signal-
verarbeitung sicher noch erhéhen. Tatsédchlich scheint sich die weitere Ent-
wicklung auf diesem Gebiet noch dramatischer zu entwickeln als sie es bis-
her tat. Zeitdiskrete Signalverarbeitungstechniken ergeben auf einigen Gebie-
ten revolutiondre Fortschritte. Ein bemerkenswertes Beispiel findet man auf
dem Gebiet der Telekommunikation, bei dem die zeitdiskreten Signalverar-
beitungstechniken zusammen mit der Mikroelektronik und der glasfaseropti-
schen Ubertragung die Art der Kommunikationssysteme wahrhaft grundle-
gend veranderten. Ein ahnlicher AnstoB kann in vielen anderen Gebieten der
Technik erwartet werden.

Obwohl die digitale Signalverarbeitung ein dynamisches und sich schnell
fortentwickelndes Gebiet ist, sind ihre Grundlagen gut ausgearbeitet. Unser
Ziel bei diesemn Buch war es, eine zusammenhingende Darstellung der Theo-
rie der zeitdiskreten linearen Systeme, der Filterung, der Abtastung und der
zeitdiskreten Fourier-Analyse zu geben. Die hier ausgewéhlten Schwerpunkte
sollten den Leser mit den nétigen Kenntnissen versehen, um das weite Feld
der praktischen Anwendungen der zeitdiskreten Signalverarbeitung verstehen
und beurteilen zu konnen, und um die Grundlage zu legen, selbst an der
zukiinftigen Entwicklung auf diesem aufregenden Feld der Technik mitwirken
zu kénnen.



2 Zeitdiskrete Signale und Systeme
Einfiihrung

Ein Signal kann als eine Funktion definiert werden, die in irgend einer Wei-
se Information iiber den Zustand oder das Verhalten eines physikalischen
Systems enthélt. Obwohl Signale auf verschiedene Art dargestellt werden
konnen, ist in allen Fillen die Information in einem gewissen Muster von
sich dndernden Formen enthalten. Signale werden mathematisch als Funktio-
nen von einer oder mehreren unabhingigen Verdnderlichen dargestellt. Ein
Sprachsignal kann beispielsweise als Funktion der Zeit und eine Photographie
als Funktion der Helligkeit zweier raumlicher Verdnderlichen (Variablen) be-
schrieben werden. Es ist eine iibliche Konvention, und sie wird auch in diesem
Buch verwendet, bei der mathematischen Darstellung von Signalen mit ei-
ner unabhéngigen Verdnderlichen diese als ,Zeit“ zu bezeichnen, obwohl die
Variable in anderen Beispielen nicht unbedingt die Zeit darstellen mu8.

Die Veranderlichen der -mathematischen Darstellung konnen entweder
kontinuierlich oder diskret sein. Zeitkontinuierliche Stgnale sind in einem Zeit-
kontinuum definiert und werden daher durch zeitkontinuierliche Variablen
dargestellt. Zeitkontinuierliche Signale beziehen sich oft auf analoge Signa-
le. Zeitdiskrete Signale sind zu diskreten Zeitpunkten definiert und werden
daher durch Funktionen mit ausschlieBlich diskreten Variablen beschrieben.
Im allgemeinen werden zeitdiskrete Signale durch eine Folge von Zahlen dar-
gestellt. Sprach- oder Bildsignale kdnnen entweder mit kontinuierlichen oder
diskreten Veranderlichen beschrieben werden, und bei Einhaltung bestimmter
Bedingungen sind diese beiden Darstellungen auch aquivalent. Neben der
Veranderlichen, die entweder kontinuierlich oder diskret ist, kann auch die
Signalamplitude kontinuierlich oder diskret sein. Digitale Signale sind solche,
bei denen sowohl die Zeit als auch die Amplitude diskret sind.

Signalverarbeitungssysteme konnen in derselben Weise wie Signale klas-
sifiziert werden. Zeitkontinuierliche Systeme sind also Systeme, fiir die sowohl
Eingangs- wie Ausgangssignale zeitkontinuierlich sind, und fiir zeitdiskrete
Systeme sind Eingangs- wie Ausgangssignale zeitdiskret. Ebenso ist ein di-
gitales System eines, bei dem sowohl Eingangs- wie Ausgangssignale digital
sind. Dementsprechend beschiftigt sich die digitale Signalverarbeitung mit der
Transformation von Signalen, die sowohl in der Zeit als auch in der Ampli-
tude nur diskrete Werte annehmen. In diesem Buch ist das prinzipielle Augen-
merk mehr auf zeitdiskrete als auf digitale Signale und Systeme gerichtet. Die
Auswirkungen der Amplitudenquantisierung werden in den Abschnitten 3.7,
6.7-6.10 und 9.8 behandelt.

Zeitdiskrete Signale entstehen durch das Abtasten von zeitkontinuierli-
chen Signalen oder sie werden direkt durch zeitdiskrete Prozesse erzeugt. Was
auch immer der Ursprung des einzelnen zeitdiskreten Signals ist, die zeit-
diskreten Signalverarbeitungssysteme besitzen viele attraktive Eigenschaften.
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Sie kénnen leicht in vielen verschiedenen Technologien realisiert werden, wie
z. B. mit Ladungstransport-Schaltungen, mit Oberflichenwellen-Strukturen,
mit gewShnlichen Digitalrechnern oder mit schnellen Mikroprozessoren (wie
Signalprozessoren). Vollstindige Signalverarbeitungsysteme kénnen in VLSI-
Technik implementiert werden. Sie kénnen im Bedarfsfall zur Simulation ana-
loger Systeme eingesetzt werden, oder, was wichtiger ist, zur Realisierung von
Signaltransformationen, die mit analogen Systemen moglich sind. Daher ist
eine zeitdiskrete Signaldarstellung dann wiinschenswert, wenn eine anspruchs-
volle und flexible Signalverarbeitungsaufgabe vorliegt.

In diesern Kapitel erarbeiten wir die grundsétzlichen Konzepte der zeit-
diskreten Signale und Signalverarbeitungssysteme fiir eindimensionale Signa-
le. Wir werden besonders die Klasse der linearen, zeitinvarianten zeitdiskreten
Systeme betonen. Viele der Moglichkeiten und Ergebnisse, die wir hier und
in den folgenden Kapiteln ableiten werden, werden Ahnlichkeiten mit den
Eigenschaften und Ergebnissen der linearen, zeitinvarianten zeitkontinuierli-
chen Systemen aufweisen, wie sie in vielen Verdffentlichungen (beispielweise
Papoulis, 1980; Oppenheim und Willsky, 1983) zu finden sind. Tatsidchlich
ist es moglich, die Diskussion der zeitdiskreten Systeme dadurch zu beginnen,
daB man Folgen diskreter Werte als abgetastete analoge Signale erklédrt. Dieses
Vorgehen kann, solange es sorgfaltig angewendet wird, zu korrekten Ergebnis-
sen filhren und bildete auch die Grundlage fiir einen Grofiteil der klassischen
Behandlung von Datenabtastsystemen (siehe z. B. Raggazzini und Franklin,
1958; Freeman, 1965; Phillips und Nagle, 1984). Dennoch entstehen nicht alle
Signalfolgen durch das Abtasten von zeitkontinuierlichen Signalen, und viele
zeitdiskrete Systeme sind nicht einfach Approximationen von entsprechenden
analogen Systemen. Auflerdem gibt es wichtige und grundsitzliche Unterschie-
de zwischen zeitdiskreten und zeitkontinuierlichen Systemen. Daher wollen wir
versuchen, parallele Ergebnisse abzuleiten, indem wir von einem zeitdiskreten
Rahmen und einer Notation ausgehen, die fiir zeitdiskrete Systeme geeignet
ist, statt zu versuchen, Ergebnisse aus der Theorie der kontinuierlichen Syste-
me mit Gewalt in einen zeitdiskreten Rahmen zu zwingen. Zeitdiskrete Signale
werden nur dann mit analogen Signalen verglichen, wenn es notwendig und
niitzlich ist.

2.1 Zeitdiskrete Signalfolgen

Zeitdiskrete Signale werden mathematisch als Folge von- Zahlen dargestellt.
Eine Folge von Zahlen z, in der die n-te Zahl der Folge mit z[n] bezeichnet
wird?, 148t sich formal schreiben als

x={x[n]}, —w<n<oo, (2.1)

t Eine Folge ist einfach eine Funktion, deren Definitionsbereich die Menge der ganzen
Zahlen ist. In diesem Buch werden die Klammern [ ] dazu verwendet, die Verinderliche
einer solchen Funktion einzuschlieflen. Die Klammern ( ) werden zum Einschlufi von
kontinuierlichen Variablen verwendet.
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Bild 2.1 Graphische Darstellung eines zeitdiskreten Signals.

wobei n eine ganze Zahl ist. In der Praxis entstehen solche Zahlenfolgen oft
durch die periodische Abtastung analoger Signale. In diesem Fall ist dann der
numerische Wert der n-ten Zahl der Folge der Wert des analogen Signals z,(t)
zum Zeitpunkt nT, d. h.

x[n] = x,(nT), —0 < n< . (2.2)

Die Grofie T' wird Abtastperiode genannt, und ihr Kehrwert ist die Abtast-
frequenz. Auch wenn die Folge nicht immer durch Abtasten eines analogen
Signalverlaufes entsteht, ist es angebracht, z[n] als ,,n-ten Abtastwert“ der
Folge zu bezeichnen. Obwohl z[n] korrekterweise den n-ten Wert einer Zah-
lenfolge bezeichnet, ist die Schreibweise nach Gleichung (2.1) doch recht un-
handlich und es ist iiblich, mit , die Abtastfolge z{n])* die ganze Sequenz zu
meinen; genau wie wir uns mit ,dem analogen Signal z4(t)“ auf dessen kom-
pletten Verlauf beziehen. Zeitdiskrete Signale (d. h. Folgen) werden hiufig wie
in Bild 2.1 abgebildet. Obwohl die Abszisse als durchgezogene Linie gezeichnet
ist, ist es wichtig, stets daran zu denken, da8 z[n] nur fiir ganzzahlige Werte
von n definiert ist. Es ist nicht korrekt, sich die Folge z[n] so vorzustellen, daB
sie fiir alle nicht ganzzahligen Werte von n Null ist; z[n] ist an diesen Stellen
einfach nicht definiert.

Beispielsweise zeigt das Bild 2.2(a) einen Ausschnitt aus einem Sprachsi-
gnal, welches aus Luftdruckschwankungen in Abhéngigkeit der Zeit besteht,
wihrend das Bild 2.2(b) eine Folge von Abtastwerten des Zeitsignals wieder-
gibt. Obwohl das urspriingliche Sprachsignal zu allen Werten der Zeit ¢ defi-
niert ist, enthilt die daraus abgeleitete Folge nur zu bestimmten Zeitpunkten
Informationen iiber das Signal. Mit Hilfe des Abtasttheorems (siehe Kapitel 3)
148t sich das Originalsignal mit beliebiger Genauigkeit rekonstruieren, sofern
es zuvor nur mit einer geniigend hohen Frequenz abgetastet wurde.

2.1.1 Einfache Folgen und Operationen mit Folgen

In der Analyse zeitdiskreter Signalverarbeitungssysteme werden Folgen (se-
quences) auf verschiedene Art und Weise behandelt. Das Produkt und die
Summe zweier Folgen z{n] und y[n] ist definiert durch das Produkt der ent-
sprechenden Abtastwerte bzw. deren Summe. Die Multiplikation einer Folge
z[n] mit einer Zahl « ist durch die Multiplikation jedes einzelnen Abtastwer-
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Bild 2.2 (a) Ausschnitt aus einem zeitkontinuierlichen Sprachsignal. (b) Folge von
Abtastwerten, die aus dem Teil (a) mit T = 1254 s aufgenommen wurden.

tes mit dieser Zahl definiert. Eine Folge y[n] heifit verzégert oder verschoben
gegeniiber einer Folge z[n], wenn fiir y[n] gilt

yIn] = x[n — nol, (2.3)

wobei ng eine ganze Zahl ist.

Bei der Besprechung der Theorie zeitdiskreter Systeme und Signale sind
einige einfache Folgen von besonderer Bedeutung. Diese Folgen sind in Bild 2.3
dargestellt und weiter unten beschrieben.

Die Einheitsabtastfolge (Bild 2.3(a)) mit der Bezeichnung é[n] ist durch
die Wertefolge definiert, fiir die

0, n#0,
oln] = {1, n=0. (2.4)

Wie wir bald sehen werden, spielt die Einheitsabtastfolge die gleiche Rolle fiir
zeitdiskrete Signale und Systeme, wie die Einheitsimpuls-Funktion (Diracsche
Deltafunktion) fiir zeitkontinuierliche Signale und Systeme. Der Bequemlich-
keit halber spricht man oft von einem zeildiskrelen Impuls oder von einem
Impuls, wenn die Einheitsabtastfolge gemeint ist!. Es ist bemerkenswert, da8

t Anmerkung des Ubersetzers: Das ist insbesondere dann der Fall, wenn die englischen
Bezeichnungen mdglichst unveréndert ins Deutsche iibertragen werden. Man beachte
jedoch, da im Englischen der “impulse* urspriinglich die Bedeutung des Diracschen
Nadelimpulses hat, wihrend der deutsche ,Impuls* im Englischen als “transient” be-
zeichnet wird. Die Bezeichnung ,, Impuls“ fiir einen Nadelimpuls oder eine Abtastfolge
ist aber leider schon sehr tiblich geworden, weshalb auch hier davon Gebrauch gemacht
wird.
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Einheitsimpuls

Reelie Exponentialfunktion

IIITTTTTL

(c)

Sinusformige Funktion

Bild 2.3 Einige einfache Folgen. Die abgebildeten Folgen spielen bei der Analy-

se und der Darstellung zeitdiskreter Signale und Systeme eine besondere
Rolle.
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Bild 2.4 Beispiel einer Folge, die durch eine Summe normierter verzogerter Ein-
heitsimpulse dargestellt werden kann.

die zeitdiskrete Einheitsabtastfolge nicht die gleichen mathematischen Kom-
plikationen wie der zeitkontinuierliche Nadelimpuls mit sich bringt. Seine De-
finition ist einfach und prazise.

Wie wir bei der Betrachtung der linearen Systeme sehen werden, ist einer
der wichtigsten Gesichtspunkte der Impulsfolge der, daB eine beliebige Folge
durch eine Summe von skalierten verzégerten Impulsen dargestellt werden
kann. Beispielsweise kann die Folge p[n] in Bild 2.4, wie folgt, dargestellt
werden

pln} =a_;0[n+ 3]+ a,6[n— 1] + a,6[n— 2] + a,6[n —7]. (2‘5)

Ganz allgemein kann jede Folge beschrieben werden durch

«©

= k1o[n — k1.
x[n] k;_mx[ 16[n — k] (2.6)
Wir werden bei der Beschreibung der zeitdiskreten linearen Systeme speziell
die Gleichung (2.6) verwenden.
Der Einheitssprung u[n] (Bild 2.3(b)) (genauer, die Einheitssprungfolge)
nimmt folgende Werte an:

1, >0,
uln] = {0 : <0 (2.7)

Der Einheitssprung ist mit dem Einheitsimpulse verkniipft durch

W=, 1 o (2.8)
d.h. der Wert der Einheitssprungfolge stimmt zu einem diskreten Zeitpunkt
n mit der akkumulierten Summe aller Werte der Impulsfolge bis zu diesem
Zeitpunkt iiberein. Eine alternative Darstellung des Einheitssprungs erhalt
man aus Bild 2.3(b), als Folge einer Summe von verzégerten Impulsen. Dies
kann mathematisch ausgedriickt werden durch

u[n]=96[n]+dé[n—1]+d6[n—-2]+ --- (2.93.)

oder
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u[nj= ) é[n—k].

,;, (2.9b)
Umgekehrt kann der Einheitsimpuls auch als erste Riickwarts-Differenz von
Einheitssprungfolgen geschrieben werden

8] = uln] — uln — 11. (2.10)

Ezponentialfolgen und sinusformige Folgen sind ausgesprochen wichtig
fiir die Beschreibung und Analyse linearer, zeitinvarianter zeitdiskreter Syste-
me. Die allgemeine Form fiir eine Exponentialfolge lautet

x[n] = Aa". (2.11)

Fiir den Fall, dafi A und « reell sind, ist auch die Folge reell. Gilt 0 < o < 1
und ist A positiv, dann sind die Werte der Folge positiv und verringern sich mit
steigendem n, siehe Bild 2.3(c). Fiir —1 < a < 0 alterniert das Vorzeichen der
Werte. Der Betrag der Werte fillt aber wieder mit steigendem n. Ist Ja| > 1,
dann steigt der Betrag mit steigendem n. Eine sinusformige Folge hat die
allgemeine Form

x[n] = A cos(wen + @) fur alle n, (2.12)

wobei A reell ist. Eine solche Folge ist in Bild 2.3(d) abgebildet.

Die Exponentialfolge Aa™ mit einem komplexen Exponenten o besteht
aus einem Real- und Imaginirteil, die exponentiell gewichtete sinusférmige
Folgen sind. Speziell fir o = |[|e/“c und A = |A|e/# kann die Sequenz Aa”
mit einer der folgenden Ausdriicke beschrieben werden:

x[n] = Aa® = | A|&®|a|"e/>"
= | Al|a|ref@or*#)
= | A||a]* cos(won + ¢) + jlA|la|" sin(wyn + @). (2.13)

Die Folge schwingt exponentiell auf, wenn || > 1 ist und klingt, fir |o] < I,
exponentiell ab (mit einem einfachen Beispiel wg = = kann dies iiberpriift
werden).

Fiir den Fall |a] = 1 wird die Folge als kompleze Ezponentialfolge be-
zeichnet und hat die Form

x[n] = |A|e*®"*9 = | 4| cos(won + ) + j|A| sin(wen + §), (2.14)

d.h. der Real- und Imaginarteil von e/“°" verindern sich sinusformig mit n.
Die Tatsache, daB n in Gleichung (2.14) immer eine ganze Zahl ist, fiihrt zu
wichtigen Unterschieden zwischen den Eigenschaften der zeitdiskreten und der
zeitkontinuierlichen komplexen Exponentialfolgen und sinusférmigen Folgen.
In Analogie zum zeitkontinuierlichen Fall nennt man den Faktor wq die Fre-
quenz der komplexen sinusférmigen oder exponentiellen Folge und den Faktor
¢ die Phase. Doch mu8 beachtet werden, daB n eine dimensionslose ganze Zahl
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ist. Daher ist die Einheit von wg ein Winkel. Wiinschen wir eine engere Analo-
gie zu dem zeitkontinuierlichen Fall, so kénnen wir wy mit Winkel/Abtastwert
bezeichnen, womit sich die Einheit von n als ,Abtastwert® ergibt.

Ein noch interessanterer Unterschied zwischen den zeitdiskreten und zeit-
kontinuierlichen komplexen Folgen ergibt sich, wenn wir die Frequenz (wo+27)
betrachten. In diesem Fall ist

x{n] = Aefwot2mm
= Ae/@ome/?™ — feloon, (2.15)

In der Tat 148t sich leicht erkennen, daBl komplexe Exponentialfolgen mit den
Frequenzen (wg + 277), wobei r eine ganze Zahl ist, nicht zu unterscheiden
sind. Ein identischer Ausdruck entsteht fiir sinusformige Folgen. Im einzelnen
kann leicht gezeigt werden, daB

xfn] = A cos[(wo + 2nr)n + ¢]
= A cos(won + ¢). (2.16)

Die Auswirkungen dieser Eigenschaft fiir abgetastete sinusférmige Folgen und
andere Signale werden im 3. Kapitel behandelt. An dieser Stelle halten wir nur
fest, daB bei einer Betrachtung eines komplexen Exponentialsignals der Form
z[n] = Ae’“o™ oder eines reellen sinusférmigen Signals, z[n] = A cos(won + ¢),
nur die Frequenzen untersucht werden miissen, die in einem Intervall der
Léange 27 liegen, wie 2. B. —7 < wg < m oder 0 < wp < 2.

Ein weiterer wichtiger Unterschied zwischen zeitkontinuierlichen und zeit-
diskreten komplexen Exponential- und Sinusfunktionen liegt in deren Peri-
odizitat. Im zeitkontinuierlichen Fall sind sowohl Sinus- als auch komplexe
Exponentialsignale periodisch mit einer Periode, die gleich 27 geteilt durch
die Frequenz ist. Im zeitdiskreten Fall ist eine periodische Folge eine, fiir die
gilt

x[n] = x[n + N}, fuir alle n, (2.17)

wobei die Periode N natiirlich ganzzahlig sein muf. Wenn wir diese Bedingung
fiir die Periodizitat bei einer zeitdiskreten sinusférmigen Folge testen, erhalten
wir

A cos(won + @) = A cos(won + woN + @), (2.18)
was erfordert, daf

woN = 2k, (2.19)

mit k als ganzer Zahl. Ahnliche Verhiltnisse gelten fiir eine komplexe Expo-
nentialfolge Ce?“°™, d. h. eine Periodizitit mit der Periode N erfordert

elaotn+ 1) _ glaon, (2.20)
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was nur fiir woN = 27k zutrifft, sieche Gleichung (2.19). Dementsprechend
sind nicht alle komplexen Exponential- und Sinusfolgen notwendigerweise pe-
riodisch mit der Periode 27/wp und brauchen, abhingig von dem Wert wp,
iiberhaupt nicht periodisch zu sein. Beispielsweise ergibt sich bei der Fre-
quenz wp = 37 /4 der kleinste Wert fiir N, der die Gleichung (2.19) mit einem
ganzzahligen k erfiillt, zu N = 8 (damit korrespondiert der Wert k = 3). Fiir
wo = 1 gibt es keine ganzzahligen Werte fiir N oder k, die die Gleichung (2.19)
erfiillen.

Verbinden wir die Bedingung von Gleichung (2.19) mit unserer friitheren
Beobachtung, daBl wy und (wo + 27r) ununterscheidbare Frequenzen sind,
dann wird klar, daB es N unterscheidbare Frequenzen gibt, fiir welche die
zugehérigen Folgen die Periode N besitzen. Ein Satz von Frequenzen lau-
tet wy = 2wk/N mit k = 0,1,..., N — 1. Diese Eigenschaften der komple-
xen Exponential- und Sinusfolgen haben grundlegende Bedeutung fiir die
Theorie und den Entwurf von numerischen Algorithmen der zeitdiskreten
Fourier-Analyse und sie werden detaillierter in den Kapiteln 8 und 9 behan-
delt.

Bezogen auf die vorhergehende Diskussion ist auch die Tatsache, da8
die Interpretation von hohen und tiefen Frequenzen etwas verschieden ist,
je nachdem ob wir zeitkontinuierliche oder zeitdiskrete Sinus- und Exponen-
tialfolgen betrachten. Bei einem zeitkontinuierlichen sinusférmigen Signal wie
zum Beispiel z(t) = A cos(S2t + ¢) oszilliert z(t) bei steigendem €y immer
schneller. Im Gegensatz dazu, schwingt z[n] = A cos(wont + ¢) als zeitdiskre-
tes sinusformiges Signal mit steigendem wo nur im Bereich von wy = 0 bis
wp = « schneller. Im Bereich wy = 7 bis wg = 27 schwingt z[n] dagegen wie-
der langsamer. Dies ist in Bild 2.5 dargestellt. Wegen der Periodizitit mit wq
ist es bei sinusférmigen Folgen und komplexen Exponentialfolgen unméglich,
die Frequenzen wy = 0 und wg = 27 zu unterscheiden. Etwas aligemeiner
kann man festhalten, da die Frequenzen um wp = 27 nicht von denen um
wo = 0 unterschieden werden kénnen. Infolgedessen werden fiir sinusformige
und komplexe exponentielle Signale die Werte von wg in der Nachbarschaft
von wp = 2wk fiir alle ganzzahligen k iiblicherweise als niedrige Frequen-
zen bezeichnet (relativ langsame Oszillationen) und die Werte von wq in der
Nachbarschaft von wy = v+ 2k fiir alle ganzzahligen k iiblicherweise als hohe
Frequenzen (relativ rasche Oszillationen) bezeichnet.

2.2 Zeitdiskrete Systeme

Ein zeitdiskretes System ist mathematisch als eine Transformation oder als
ein Operator definiert, die bzw. der eine Eingangsfolge mit den Werten z[n]
in eine Ausgangsfolge y[n] abbildet. Dies kann beschrieben werden durch

yln] = T{x[n]} (2.21)

und wie in Bild 2.6 dargestellt werden. Die Gleichung (2.21) stellt eine Regel
oder eine Formel dar, wie die Werte einer Ausgangsfolge aus denen einer
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Bild 2.5 coswon fiir einige unterschiedliche Werte von wq. Steigen die Werte von 0
bis = (Bilder a-d), so schwingt die Folge schneller. Steigt wo von x weiter
zu 27 (Bilder d-a), schwingt die Folge wieder langsamer.
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x(n] | T yln]

Bild 2.6 Darstellung eines zeitdiskreten Systems, also einer Transformation, die
eine Eingangsfolge z{n] in eine Ausgangsfolge y[n] abbildet.

Eingangsfolge berechnet werden kénnen. Man muf betonen, dafi der Wert der
Ausgangsfolge zu jedem Index n eine Funktion von z[n] fiir alle Werte von n
sein kann. Die folgenden Beispiele beschreiben einige einfache und niitzliche
Systeme.

Beispiel 2.1: Das ideale Zeitverzdgerungssystem

Das ideale Zeitverzogerungssystem ist durch die Gleichung definiert

y[n] = x[n — n,], —00 < n< oo, (2,22)

wobei die Zeitverzogerung des Systems ng eine feste, positive ganze Zahl ist. In
Worten ausgedriickt, verschiebt das ideale Zeitverzdgerungssystem die Eingangsfol-
ge einfach um ng Abtastwerte nach rechts und erzeugt so die Ausgangsfolge. Wenn
ngq in Gleichung (2.22) eine negative ganze Zahl wire, so wiirde das System die Ein-
gangsfolge um n4 Abtastwerte nach links verschieben, was einem zeitlichen Vorlauf
entspriche.

In Beispiel 2.1 wird nur ein Wert der Eingangsfolge benétigt, um einen
Wert der Ausgangsfolge zu bestimmen. Im folgenden Beispiel trifft dies nicht
mehr zu.

Beispiel 2.2: Kurzzeitmittelwert (beweglicher Mittelwert)

Ein System, das einen Kurzzeitmittelwert {moving average) bildet, ist durch folgende
Gleichung definiert:

1 M

Y x[n—k]

M) = M, + 1,5,

1
TM + M+

+x[n =11+ +x[n—M,]}. (2.23)

Dieses System berechnet den n-ten Abtastwert der Ausgangsfolge aus dem Mittel-
wert von (M; + M2 +1) Abtastwerten der Eingangsfolge in der Umgebung des n-ten
Abtastwertes. Das Bild 2.7 zeigt eine Eingangsfolge, die als Funktion einer Sub-
stitutionsvariablen k gezeichnet ist und die Abtastwerte, die zur Berechnung der
Ausgangsfolge y[n] (mit » = 7, M) = 0, M; = 5) herangezogen werden. Der Aus-
gangswert y[7) ist das ;-fache der Summe aller Abtastwerte zwischen den vertikal
gestrichelten Linien. Um y[8] zu berechnen, miissen die beiden gestrichelten Linien
um einen Abtastwert nach rechts verschoben werden.

{x{in+ M, ]+ xfn+ M, — 1]+ + x[n]

Systemklassen werden dadurch definiert, dafi man beziiglich der Eigen-
schaften der Transformation T{-} Einschrinkungen macht. Verfihrt man so,
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‘Bild 2.7 Werte einer Folge, die von der Berechnung eines kausalen beweglichen
Mittelwertes erfaBt werden.

gelangt man, wie wir sehen werden, sehr oft zu einer sehr allgemeinen ma-
thematischen Darstellungsweise. Von besonderer Bedeutung sind die Eigen-
schaften und Einschrankungen von Systemen, die in den Absitzen 2.2.1-2.2.5
beschrieben werden.

2.2.1 Systeme ohne Gedichtnis

Ein System wird als geddchtnislos (memoryless) bezeichnet, wenn der Aus-
gangswert y[n] fiir jeden Wert von n nur von dem Eingangswert z[n] bei
demselben n abhangt.
Beispiel 2.3:
Ein gedichtnisloses System ist z.B. eines, bei dem z{n] und y[n] verkniipft sind
durch

y[n] = (x[n])* fir jeden Wert von n. (2.24)

Das System aus Beispiel 2.1 ist nur fir ng = 0 gedichtnislos. Es wird sowohl
fiir positive ngq (zeitliche Verzdgerung) als auch fiir negative ng4 (zeitlicher Vor-
lauf) als System mit Gedichtnis bezeichnet. Das System aus Beispiel 2.2 ist nur
fir M, = M, = 0 gedichtnislos.

2.2.2 Lineare Systeme

Die Klasse der linearen Systeme ist durch das Prinzip der Superposition de-
finiert. Wenn y;[n] und yo[n] die Systemantworten zu den entsprechenden
Eingangsfolgen z;{n] und z3[n] sind, dann ist das System genau dann linear,
wenn gilt

T{x,[n] + x,[nl} = T{x,[n]} + T{x,0n]} = y,[n] + yo[n]  (2.25a)

sowie

T{ax[n]} = aT{x[n]} = ay(n], (2.25b)
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wobei a eine beliebige Konstante ist. Die erste Eigenschaft wird die Additions-
eigenschaft genannt und die zweite die Homogenitits- oder Skalierbarkeitsei-
genschaft. Diese zwei Eigenschaften lassen sich zum Prinzip der Superposition
zusammenfassen, das durch

T{ax,[n] + bx,[n]} = aT{x,[n]} + bT{x,[n]} (2.26)

fiir beliebige Konstanten @ und b festgelegt ist. Dies kann zur Superposition
fiir mehrere Eingénge verallgemeinert werden. Im einzelnen gilt mit

x[n] = Yax,[n], (2.27a)
k
dafl

yln] = ;ak}’t["]’ (.2271))
wobei yi[n] die Systemantwort auf das Eingangssignal z [n] ist.

Mit Hilfe der Definition der Superposition kann leicht gezeigt werden,
daB die Systeme aus den Beispielen 2.1 und 2.2 lineare Systeme sind (siehe
Aufgabe 2.2). Ein Beispiel fiir ein nichtlineares System ist das System in
Beispiel 2.3.

Beispiel 2.4:

Das System, das als Akkumulator bezeichnet wird und durch die Beziehung

A= I 4] (2.28)

definiert wird, ist ein lineares System. Der Ausgangswert zu jedem Abtastzeitpunkt
n ist gleich der Summe des Wertes bei n und aller vorherigen Eingangswerte. Beim
Vergleich der Gleichung (2.28) mit der Gleichung (2.8) stellen wir fest, daf$, wenn
die Eingangsfolge z[n] aus einem Einheitsimpuls §{n] besteht, die Ausgangsfolge y[n]
ein Einheitssprung u[n] ist.

2.2.3 Zeitinvariante Systeme

Ein zeitinvariantes System (haufig auch als verschiebungsinvariantes System
bezeichnet) ist eines, das bei einer Zeitverschiebung oder einer Verzégerung
der Eingangsfolge eine entsprechende Zeitverschiebung oder Verzogerung der
Ausgangsfolge bewirkt. Angenommen, ein System transformiere die Eingangs-
folge mit den Werten z[n] in eine Ausgangsfolge mit den Werten y[n]. Ein Sy-
stem wird als zeitinvariant bezeichnet, wenn es fiir alle ny aus der Eingangs-
folge mit den Werten z1[n] = z[n — ng] die Ausgangsfolge mit den Werten
yi[n] = y[n ~ ng} erzeugt.

Alle Systeme in den Beispielen 2.1-2.4 sind zeitinvariant. Das folgende
Beispiel veranschaulicht ein System, das nicht zeitinvariant ist.
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Beispiel 2.5:
Das System sei durch die folgende Beziehung definiert:

yn]=x[Mn], —oo<n<om, (2.29)

wobei M eine positive ganze Zahl ist. Es wird als Kompressor bezeichnet, weil es von
M Abtastwerten (M — 1) unterdriickt. Das bedeutet, das System erzeugt die Aus-
gangsfolgen, indem es nur jeden M-ten Abtastwert auswahlt. Aus der Beschreibung
der Wirkungsweise ist leicht zu entnehmen, dafl dieses System nicht zeitinvariant
ist. Wir kdnnen dies mathematisch durch die Betrachtung der Antwort y,[r] auf die
Eingangsfolge z:{n}, die durch z:[n] = z[n — no) definiert ist, zeigen. Denn es gilt

yi[n] = x,[Mn] = x[Mn — n,]. (2.30)
Jedoch ist

y[n — ng] = x[M(n — ng)] # y,[n]. (2.31)

Obwohl z,{n] mit der um no Abtastwerte verschoben Folge z[n] iibereinstimmt, ist
y1[n] nicht die um no Abtastwerte verschobene Version von y[n]. Der Abtastraten-
reduzierer bzw. Kompressor ist also, abgesehen von dem Spezialfall M = 1, nicht
zeitinvariant.

2.2.4 Kausalitit

Ein System ist kausal, wenn bei beliebiger Wahl von ng der Ausgangsfolgen-
wert beim Index n = ng nur von Werten der Eingangsfolge im Indexbereich
n < ng abhingt. Dies bedeutet, daB fiir z;{n] = z3[n] fir n < no, auch
y1[n] = y2[n] fir n < ng gilt. Das System ist also nicht hellseherisch, sondern
kausal. Das spezielle System aus Beispiel 2.1 ist fiir ng4 > 0 kausal und fiir
ng < 0 nichtkausal. Das System aus Beispiel 2.2 ist fir M; < 0 und M, > 0
kausal; ansonsten ist es nichtkausal. Das System in Beispiel 2.3 ist kausal,
genauso wie der Akkumulator in Beispiel 2.4. Das System aus Beispiel 2.5
ist fiir M > 1 jedoch nichtkausal, da y[1] = z[M]. Ein weiteres nichtkausales
System wird im folgenden Beispiel vorgestellt.

Beispiel 2.6:
Das Vorwidrts- Differenzen-System ist definiert durch

yIn] = x[n + 13 — x[n]. (2.32)
Offensichtlich hingt y[n] von z[n 4+ 1] ab. Deshalb ist das System nichtkausal. Das
Riickwirts- Differenzen-System ist hingegen definiert als

y[n] = x[n] — x[n — 1], (2.33)

so daBl dieses System wieder kausal ist.
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2.2.5 Stabilitat

Ein System ist genau dann im Sinne beschrinkter Eingangswerte und be-
schriankter Ausgangswerte (BIBO = bounded-input bounded-output) stabil,
wenn jede beschrinkte Eingangsfolge eine beschrinkte Ausgangsfolge erzeugt.
Eine Eingangsfolge z[n] ist beschrinkt, wenn es einen festen, positiven endli-
chen Wert B, gibt, fiir den gilt

|x[n]| < B, < fiir alle n. (2.34)

Die Stabilitat erfordert, daB zu jeder beschrinkten Eingangsfolge ein fester,
positiver endlicher Wert B, existiert, fiir den

lyin]|<B,<©  firallen. (2.35)

Die Beispiele 2.1, 2.2, 2.3 und 2.5 sind stabile Systeme. Der Akkumulator aus
Beispiel 2.4 ist instabil. Um dies zu zeigen, geniigt es ein Gegenbeispiel anzuge-
ben, d.h. eine beschrankte Eingangsfolge zu finden, fiir die die Ausgangsfolge
unbeschrankt ist. Daher rechnen wir mit der Eingangsfolge z[n] = u[n], die
sicherlich beschrankt ist. Fiir diese Eingangsfolge ergibt sich der Ausgang des
Akkumulators zu

sl = 5 ulk]
_ {0, n<o,
S e+, m20. (2.36)

Obwohl diese Antwort fiir ein endliches n ebenfalls endlich ist, ist sie den-
noch unbeschrankt, denn es gibt keinen festen, endlichen Wert By, so da8
(n+1) < By < oo fiir alle n gilt.

Es ist wichtig, noch einmal ausdriicklich darauf hinzuweisen, daB die Ei-
genschaften, die wir in diesem Kapitel definiert haben, Eigenschaften des Sy-
stems und nicht Eigenschaften der Eingangsfolgen sind. Das bedeutet, daf§
wir méglicherweise Eingangsfolgen finden konnen, fiir welche die Eigenschaf-
ten erfiillt werden. Allerdings bedeutet die Giiltigkeit von Eigenschaften fiir
einige wenige Eingangssignale nicht, daBl das System diese Eigenschaft besit-
zen mufB. Damit dem System eine Eigenschaft zugesprochen werden kann, muff
diese fiir alle Eingangssignale gelten. Beispielsweise kann es fiir ein instabiles
System einige beschriankte Eingangsfolgen geben, fiir welche die Ausgangs-
folgen ebenfalls beschriankt sind. Fiir die Systemeigenschaft der Stabilitit
miissen aber alle beschrinkten Eingangsfolgen beschrinkte Ausgangsfolgen
erzeugen. Wenn wir, wie beim Akkumulator in Beispiel 2.4, nur eine einzige
Eingangsfolge finden kénnen, fiir die das System die Eigenschaft nicht auf-
weist, dann ist bewiesen, daB das System diese Eigenschaft nichi besitzt.
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2.3 Lineare zeitinvariante Systeme

Eine besonders wichtige Klasse von Systemen besteht aus den Systernen, die
linear und zeitinvariant sind. Zusammengenommen fithren diese beiden Ei-
genschaften zu einer besonders giinstigen Darstellungsart fiir derartige Syste-
me. Am wichtigsten ist jedoch, daBl diese Klasse von Systemen einen signi-
fikanten Anteil der Anwendungen in der Signalverarbeitung bestreitet. Die
Klasse der linearen Systeme ist durch das Prinzip der Superposition nach
Gleichung (2.26) definiert. Verkniipft man die Eigenschaft der Linearitit mit
der Beschreibung einer beliebige Folge als Linearkombination von verzégerten
Impulsen gemisB der Gleichung (2.6), so folgt, daB ein System durch seine Im-
pulsantwort (Antwort auf einen Nadelimpuls) vollstandig beschrieben werden
kann. Sei hi[n] die Antwort eines Systems auf §[n — k], also auf einen Impuls
an der Stelle n = k, dann gilt nach Gleichung (2.6)

n]=T x[k]o[n — k] 5.

] Lz.m kit ]} (2.37)
Mit Hilfe des Superpositionsprinzips aus Gleichung (2.26), konnen wir schrei-
ben

0 @

y[n] = k;_: mx[k]T{é[n —k]} = k=z_ wx[k]h,,[n]. (2.38)

In Anlehnung an Gleichung (2.38) kann die Systemantwort auf eine beliebige
Eingangsfolge in Abhingigkeit der Systemantwort auf das Signal é[n — k]
ausgedriickt werden. Wenn nur die Linearitat vorausgesetzt wird, hingt hi[n]
sowohl von n als auch von k ab, in diesem Fall ist die berechnungsbezogene
Verwendbarkeit der Gleichung (2.38) begrenzt. Wir erhalten ein brauchbareres
Ergebnis, wenn wir auch noch die Zeitinvarianz als zusitzliche Bedingung
verlangen.

Die Eigenschaft der Zeitinvarianz impliziert, dal, wenn h[n] die System-
antwort auf §[n] ist, sich die Antwort auf §{n — k] zu h[n—k] ergibt. Mit dieser
zusitzlichen Bedingung wird aus Gleichung (2.38)

@

y[n] k;_:wx[k]h[n k]. (2.39)
Als Konsequenz der Gleichung (2.39) ergibt sich, daB ein lineares zeitinvari-
antes System (das wir manchmal mit LTI (= linear time-invariant) abkiirzen)
vollstindig durch seine Impulsantwort h[n] charakterisiert ist. Ist h{n] gege-
ben, so kann man mit Hilfe der Gleichung (2.39) die Ausgangsfolge y[n] fiir
jede beliebige Eingangsfolge berechnen.
Die Gleichung (2.39) wird allgemein als Faltungssumme bezeichnet. Ist
y[n} eine Folge, deren Werte sich aus den Werten zweier Folgen h[n] und z[n]
gemiB der Gleichung (2.39) bestimmen lassen, so nennen wir y[n] die Faltung
von z[n] mit A[n] und driicken dies durch folgende Schreibweise aus:
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yIn] = x[n] » h{n]. (2.40)

Die Operation der zeitdiskreten Faltung erzeugt aus zwei Folgen z[n] und h[n]
eine neue dritte Folge y[n]. Die Gleichung (2.39) driickt jeden diskreten Wert
der Ausgangsfolge durch alle Werte der Eingangsfolge und der Impulsantwort
aus.

Die Herleitung von Gleichung (2.39) legt die Interpretation nahe, da8
der Eingangsabtastwert bei n = k, dargestellt durch z[n]é[n — k], durch das
System zu einer Ausgangsfolge z[k]h{n — k], im Bereich —co < n < oo, trans-
formiert wird, und daB diese Folgen fiir alle & iiberlagert werden miissen,
um die gesamte Ausgangsfolge y[n} zu erzeugen. Diese Interpretation wird
in Bild 2.8 veranschaulicht, in dem eine Impulsantwort, eine einfache Ein-
gangsfolge mit drei Abtastwerten ungleich Null, die individuellen Antworten
auf jeden einzelnen Abtastwert und die iiberlagerte Ausgangsfolge aller Wer-
te der Eingangsfolgen zu sehen sind. Im einzelnen kann z[n], entsprechend
der drei von Null verschiedenen Abtastwerte der Folge z[n], als Summe der
drei Folgen z[~2]6[n + 2], z[0]8[n], z[3]é[n — 3] aufgefaBt werden. Die Folgen
z[-2)h[n + 2}, z[0]A[n] und z[3)h[n — 3] sind die Systemantworten auf die je-
weiligen Eingangsfolgen z[—2]6[n + 2], z[0])6[n] bzw. z[3])6[n — 3]. Die Antwort
auf z[n] ist daher die Summe dieser drei einzelnen Antworten.

Obwohl die Faltungssumme analog zum Faltungsintegral der zeitkon-
tinuierlichen linearen Systemtheorie formuliert ist, sollte die Faltungssum-
me nicht als eine Approximation des Faltungsintegrals verstanden werden.
Das Faltungsintegral spielt bei der zeitkontinuierlichen linearen Systemtheo-
rie hauptsichlich eine theoretische Rolle, wihrend die Faltungssumme, neben
ihrer theoretischen Bedeutung, oft als explizite Realisierung eines linearen
zeitdiskreten Systems dient. Daher ist es von besonderer Wichtigkeit, uns
wirklich mit den Eigenschaften der Faltungssumme in Berechnungsbeispielen
vertraut zu machen.

Die vorhergehende Interpretation der Gleichung (2.39) verdeutlicht, da8
die Faltungssumme ein direktes Ergebnis der Linearitit und der Zeitinvarianz
ist. Betrachtet man die Gleichung (2.39) jedoch unter einem leicht veranderten
Blickwinkel, so fiihrt dies zu einer besonders niitzlichen Berechnungsinterpre-
tation. Wird die Gleichung als Formel zur Berechnung eines einzelnen Wertes
der Ausgangsfolge angesehen, dann schreibt die Gleichung (2.39) vor, daf$f y[n]
(also der n-te Ausgangswert) erhalten werden kann, indem die Eingangsfol-
ge (ausgedriickt- als Funktion von k) mit der Folge multipliziert wird, deren
Werte durch h[n — k] (fir ~0o < k < 00) gegeben sind und anschlieBend fiir
den beliebigen aber festen Wert von n alle Werte der Produkte z[k]h[n — k]
aufsummiert werden, wobei k& der Zahlindex im Summationsproze ist. Die
Operation der Faltung zweier Folgen umfafit diese Berechnungen fiir alle Wer-
te von n. Auf diese Art und Weise wird die komplette Ausgangsfolge y[n] mit
—00 < n < oo erzeugt. Der Schliissel zur Ausfiihrung der Berechnungen von
Gleichung (2.39), mit der y[n] erzeugt wird, ist das Verstindnis dafiir, wie
man die Folge h[n — k] im Bereich —o0 < k < oo fiir alle relevanten Werte
von n bildet. In diesem Sinne ist es vorteilhaft, zu bemerken, da§
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h(n]

x_z(n]=x[-2]8[n +2) y_z[n)=x[{=2]h[n + 2]

xo1n] = x(015([n) ¥o [n] = x[0}h[n]

0 n
x3[n] =x[3}8{n — 3] y3{n) =x[3]h[n — 3}
3 3
0 n 0 n
x[n) = x_,[n] + x4 [n] + x5 (n] yinl=y_;[n] +y4(n] +y,(n]

Bild 2.8 Darstellung der Ausgangsfolge eines linearen zeitinvarianten Systems als
Superposition von Antworten auf einzelne Eingangsabtastwerte.
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hlk)
-3 0 6 k
(a}
h{—k] = h{0 - k]
-8 1] 3 k

(b}

hin = k] =h{-{k — n)]

n-~6 0 n n+3 k

(c}

Bild 2.9 Erzeugung der Folge k[n —k]. (a) Die Folge k{k] als Funktion von k. (b) Die
Folge h[—k] als Funktion von k. (c) Die Folge h[n ~ k] als Funktion von k
fir n = 4.

h[n — k] = k[ — (k — m)]. (2.41)

Die Auswertung der Gleichung (2.41) I48t sich am besten anhand eines Bei-
spiels vornehmen.

Beispiel 2.7:

Gegeben sei die Folge h[k] aus Bild 2.9(a). Zunichst betrachte man h{—k] als Funkti-
on von k. Die Folge h{—k]} ist einfach die gespiegelte oder am Nullpunkt umgeklappte
Funktion h{k], siehe Bild 2.9(b). Ersetzt man k durch k —n, wobei n eine feste ganze
Zahl ist, entsteht eine Verschiebung des Nullpunktes der Folge h[—k] nach k = =,
wie es fiir den Fall » = 4 in Bild 2.9(c) dargestellt ist.

Verallgemeinert man das Beispiel 2.7, so wird deutlich, da man die Folge
h[n — k] mit —co < k < oo prinzipiell wie folgt erhilt:

1. Spiegelung von h[k] am Nullpunkt, um h[—k] zu erhalten;

2. Verschiebung des Ursprungs der gespiegelten Folge nach k = n.
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Um die zeitdiskrete Faltung zu implementieren, werden die beiden Folgen z[k]
und h{n—k] fiir —00 < k < 0o miteinander multipliziert und die Produkte zur
Berechnung des Ausgangswertes y[n] aufsummiert. Um den darauffolgenden
Ausgangswert zu erhalten, wird h[—k] zur nachsten Abtastposition verscho-
ben und der Vorgang wiederholt. Dieses Verfahren eignet sich gut, ob nun
die Berechnung numerisch fiir abgetastete Werte erfolgt, oder analytisch fiir
Folgen, die durch einfache Formeln beschrieben werden. Das folgende Beispiel
veranschaulicht die zeitdiskrete Faltung fir den letzteren Fall.

Beispiel 2.8:

Man betrachte ein System mit der Impulsantwort

h[n] = uln] — ufn - N]

1, 0<n<N-1,
0, sonst.

Das Eingangssignal sei

x[n] = a"u[n].

Um das Ausgangssignal fiir einen bestimmten Index n zu bestimmen, miissen wir die
Summe iiber alle & des Produktes z[k]h[n — k] bilden. Wir finden dabei fiir verschie-
dene Werte von n verschiedene Formeln. So zeigt z. B. Bild 2.10(a) die Darstellung
der Folgen z[k] und h{n — k] fiir ein negatives n. Es wird deutlich, daf alle negativen
Werte von n dhnliche Bilder ergeben, d. h. die von Null verschiedenen Anteile der
Folgen z[k] und k[n — k] iiberlappen sich nicht, so daf§ gilt

y[n] =0, n<0.

Das Bild 2.10(b) zeigt die beiden Folgen fir 0 < n und n — N +1 < 0. Diese
beiden Bedingungen lassen sich zu einer einzigen vereinigen: 0 < n < N — 1. Dem
Bild 2.10(b) entnehmen wir, daf mit

x[kJh[n — k] = a,
folgt

= fir 0 < -1
yln) kgoa" 0<n<N-1 (2.42)
Die Grenzen der Summation wurden direkt dem Bild 2.10(b) entnommen. Die Glei-
chung (2.42) zeigt, daB y[n] die Summe von n 4 1 Termen einer geometrischen Reihe
ist, wobei sich je zwei aufeinander folgende Terme um den Faktor a unterschei-
den. Diese Summe kann mit Hilfe der nachstehenden allgemeingiiltigen Formel in
geschlossener Form angegeben werden:

N2 ar — N2+l
Y= —, N,2N,
k=W, l-a (2.43)

Wendet man dies auf Gleichung (2.42) an, so ergibt sich
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Bild 2.10 Folgen, die bei der Berechnung einer diskreten Faltung beteiligt sind. Die
Teile (a)-(c) zeigen die Folgen z[k] und h[n — k] fir verschiedene Werte
von n als Funktion von k. (Es werden nur die von Null verschiedenen
Werte dargestellt.) (d) Die zugehdrige Ausgangsfolge als Funktion von
n.
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+1

, 0<nsN-1
a

A== (2.44)

SchlieBlich zeigt Bild 2.10{(c) die beiden Folgen fir0 < n — N+ 1 oder N - 1< n.
Wie zuvor ergibt sich

x[kJi[n~kl=d", n-N+1l<k<n,

nun gilt aber fiir die untere Grenze der Summation n — N + 1, siehe Bild 2.10(c).
Demnach ist

y[n]l= ia‘ far N-1<n.
k=n—-N+1 (2.45)

Mit Gleichung (2.43) erhalten wir

n—-N+1 __ an+l

yinl=————7—

oder

y[n] = an-N* l(}i)
1—-a (2.46)

Somit waren wir aufgrund der stiickweise exponentiellen Charakteristik des Ein-
gangssignals und der Einheitsimpulsantwort in der Lage, die folgende geschlossene
Form fiir y[n] als Funktion des Index n zu berechnen:

0, n<0,
1 — g+t
yin] = T—=a O0<snsN-1,
]__ N’
a”_"“(l—%), N-1<n

(2.47)
Diese Folge ist in Bild 2.10(d) dargestellt.

Das Beispiel 2.8 veranschaulicht, wie die Faltungssumme analytisch be-
rechnet werden kann, wenn das Eingangssignal und die Impulsantwort als
einfache Berechnungsformeln gegeben sind. In solchen Fall kénnen die Sum-
men in eine kompakte Form gebracht werden, die sich aus der Formel fiir die
Summe einer geometrischen Reihe oder aus anderen Formeln herleiten 1a8t!.
Liegen keine einfachen Berechnungsformeln vor, kann die Faltungssumme im-
mer noch nach dem Vorbild des Beispiels 2.8 numerisch berechnet werden.
Voraussetzung dafiir ist, da die Summen endlich sind, was zutrifft, wenn die
Eingangsfolge oder die Impulsantwort eine endliche Lange besitzt, d.h. wenn
nur eine endliche Anzahl von Abtastwerten von Null verschieden sind. Wir
koénnen gar nicht oft genug darauf hinweisen, da genau gezeichnete und be-
zeichnete Skizzen, wie die in Bild 2.10, nicht geniigen, um die Grenzen von
Summen korrekt zu bestimmen.

t Derartige Ergebnisse werden z.B. in Grossmann (1982) vorgestellt. Ein sehr niitzliches
Buch iiber Summenformeln ist das von Jolley (1961).
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2.4 Eigenschaften linearer zeitinvarianter Systeme

Da alle linearen zeitinvarianten Systeme durch die Faltungssumme aus Glei-
chung (2.39) beschrieben werden koénnen, sind auch die Eigenschaften dieser
Klasse von Systemen durch die Eigenschaften der zeitdiskreten Faltung defi-
niert. Deshalb enthilt die Impulsantwort eine vollstandige Charakterisierung
der Eigenschaften eines bestimmten, linearen zeitinvarianten Systems.

Einige generelle Eigenschaften der Klasse linearer zeitinvarianter Systeme
konnen direkt aus den Eigenschaften der Faltungsoperation abgeleitet werden.
Zum Beispiel ist die Faltungsoperation kommutativ

x[n] » h[n] = h[n] » x[n]. (2.48)

Dies kann durch eine Variablensubstitution in Gleichung (2.39) gezeigt wer-
den. Speziell gilt mit m =n — k

®

n] = x[n — mlh[m].

yn] m;_m L 1h[m] (2.49)
Somit sind die Rollen von z{n] und h[n) vertauscht. Dies bedeutet, da8 die
Reihenfolge der Abtastfolgen in einer Faltung unwichtig ist. Das Ausgangs-
signal bleibt gleich, auch wenn die Rollen des Eingangssignals und der Im-
pulsantwort vertauscht werden. Ein lineares zeitinvariantes System mit dem
Eingangssignal z[n] und der Impulsantwort h[n] hat das gleiche Ausgangssi-
gnal wie ein System mit der Impulsantwort z[n] und einem Eingangssignal
h[n]. Die Faltungsoperation ist auBerdem distributiv beziiglich der Addition,

d.h.
x[n] » (h[n] + hy[n]) = x[n] + b [n] + x[n] + h,[n]}.

Dies folgt. direkt aus Gleichung (2.39).

In einer Reihenschaltung von Systemen ist der Ausgang des ersten Sy-
stems mit dem Eingang des zweiten verbunden, und der Ausgang des zwei-
ten ist wiederum mit dem Eingang des dritten verbunden, usw. . Das Aus-
gangssignal des letzten Teilsystems ist zugleich das Ausgangssignal des Ge-
samtsystems. Zwei lineare zeitinvariante Systeme in Reihenschaltung entspre-
chen einem linearen zeitinvarianten System, dessen Impulsantwort sich aus
der Faltung der Impulsantworten der beiden Teilsysteme ergibt. Dies wird in
Bild 2.11 dargestellt. In dem oberen Blockdiagramm erzeugt das Eingangssi-
gnal z[n] = 6[n] das Ausgangssignal h;[n] am Ende des ersten Teilsystems.
Deshalb ergibt sich das Ausgangssignal des zweiten Teilsystems (und damit
auch die Impulsantwort des Gesamtsystems) zu

h{n] = h,[n] * hy[n]. (2.50)

Aus den kommutativen Eigenschaften der Faltung folgt demnach, da8 die
Impulsantwort einer Hintereinanderschaltung linearer zeitinvarianter Teilsy-
steme unabhingig von der Reihenfolge der Teilsysteme ist. Dieses Ergebnis
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hy[n] h[n]

x[n] yin]

haln] f—| hyln]

x[n] yln]

—! nfn) #h,ln}

x[n]

[yin)

Bild 2.11 Drei lineare zeitinvariante Systeme mit identischen Impulsantworten.

> h1[n]
x[n] y[n]
ha[n]
(a)
e -1 hy [n]+hzln —»y[n]

(b)

Bild 2.12 (a) Die Parallelschaltung linearer zeitinvarianter Systeme. (b) Ein dqui-
valentes System.

ist in Bild 2.11 zusammengefaB8t, in welchem alle drei Varianten die gleiche
Impulsantwort besitzen.

In einer Parallelschallung haben die Teilsysteme das gleiche Eingangssi-
gnal, und die einzelnen Ausgangssignale werden zu einem Gesamtausgangs-
signal aufsummiert. Aus den distributiven Eigenschaften der Faltung folgt,
daB zwei paralle] geschaltete, lineare zeitinvariante Systeme dquivalent zu ei-
nem System sind, dessen Impulsantwort sich aus der Summe der einzelnen
Impulsantworten zusammensetzt

h[n] = hi[n] + hy[n). (2.51)

Dies ist in Bild 2.12 dargestellt.

Die Bedingungen fiir Linearitat und Zeitinvarianz definieren eine Klasse
von Systemen mit sehr speziellen Eigenschaften. Die Stabilitat und Kausalitat
stellen zusitzliche Eigenschaften dar, und es ist oft wichtig zu wissen, ob
ein lineares zeitinvariantes System stabil ist und ob es kausal ist. Wie in
Absatz 2.2.5 besprochen, fiihrt ein beschranktes Eingangssignal bei einem
stabilen System zu einem beschrinkten Ausgangssignal. Lineare zeitinvariante
Systeme sind genau dann stabil, wenn die Impulsantwort absolut summierbar
ist, d. h. , wenn gilt
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S= 3 hik .
(2 1< e (2.52)

Dies kann, wie folgt, gezeigt werden. Nach Gleichung (2.49) gilt

= 3 h[k —k y hlk — k]I
bimli=| 3 HOKIDn— K| < 5 IACKTIIxin K] 259

Ist z[n] beschrankt, so daB

|x[n]} < By,
dann folgt

Iy[n]) < B, Y. |hLK]I.

e (2.54)
Deshalb ist das Ausgangssignal y[n] beschrinkt, wenn Gleichung (2.52) erfiillt
ist; das heifit, die Gleichung (2.52) ist eine hinreichende Bedingung fiir Sta-
bilitdt. Um zu zeigen, daB sie ebenfalls auch eine notwendige Bedingung ist,
miissen wir zeigen, daB fiir den Fall S = oo ein Eingangssignal gefunden wer-
den kann, das ein unbeschrinktes Ausgangssignal erzeugt. Die nachstehende
Folge beschreibt so ein Eingangssignal:

h*[ —n]
x[n] = { 1AL —nII’
0, hn] =0, (2.55)

h[n] # 0,

wobei h*[n] der konjugiert komplexe Wert von h[n] ist. Die Folge h[n] ist
offensichtlich durch den Wert Eins beschriankt. Dennoch betragt der Wert des
Ausgangssignals fiir n = 0

] © 2
LRI _ ¢

0] = - k] = =38
01= 2 A=K = T T (2.56)

Da S gegen Unendlich geht, ist es demnach méglich, mit einer beschrankten
Eingangsfolge eine unbeschrinkte Ausgangsfolge zu erzeugen.

Die Klasse der kausalen Systeme wurde bereits in Absatz 2.2.4 als diejeni-
gen Systeme definiert, bei denen das Ausgangssignal y[ng] nur von Eingangs-
werten z{n] mit n < np abhingt. Aus Gleichung (2.39) oder Gleichung (2.49)
folgt, daB diese Definition die folgende Bedingung fiir die Kausalitit linearer
zettinvarianter Systeme impliziert:

h{n}=0, n<0 (2.57)

(vergleiche Aufgabe 2.12). Aus diesem Grund ist es auch gelegentlich iiblich,
von einer Folge, die fiir n < 0 verschwindet, als einer kausalen Folge zu spre-
chen. Damit ist gemeint, daB8 diese Folge die Impulsantwort eines kausalen
Systems sein kénnte.
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Um zu demonstrieren, wie sich die Eigenschaften linearer zeitinvarianter
Systeme in ihrer Impulsantwort widerspiegeln, greifen wir noch einmal auf die
Beispiele 2.1-2.6 zuriick. Zunachst ist zu beachten, da nur die Beispiele 2.1,
2.2, 2.4 und 2.6 lineare und zeitinvariante Systeme sind. Obwohl auch die
Impulsantworten nichtlinearer oder zeitvarianter Systeme gefunden werden
konnen, sind diese nur von begrenztem Interesse, da die Faltungsvorschrift
und die Gleichungen (2.52) und (2.57) iiber Stabilitat und Kausalitat nicht
fiir derartige Systeme angewendet werden konnen.

Zuerst sollen die Impulsantworten der Systeme aus den Beispielen 2.1,
2.2, 2.4 und 2.6 berechnet werden. Dafiir berechnen wir die Antwort eines
Jeden Systems auf §{n] und verwenden dafiir die Definitionsgleichungen der
Systeme. Die resultierenden Impulsantworten ergeben sich zu:

Ideale Verzégerungssiufe (Beispiel 2.1)

h[n] = 6[n —ng], mit nq als positiver ganzer Zahl (2.58)

Kurzzeitmiltelwert (moving average) (Beispiel 2.2

1 u;
W) = T T ,.Eu,é[" K]
1
MM TMhiEnsih
0, sonst. (2.59)
Akkumulator (Beispiel 2.4)
h[n] = Y o[k}
k=—ow
iy n=0
10, n<0
= u[n] (2.60)
Vorwirisdifferenz (Beispiel 2.6)
h[n} = é[n + 1] ~ 8[n] (2.61)
Rickwértsdifferenz (Beispiel 2.6)
h[n] = é[n] — o[n — 1] (2.62)

Als nichstes wollen wir die Stabilitit dieser Systeme untersuchen. Dazu
berechnen wir die Summe

S= 3 Ihn]l

A= — o

Fiir die ideale Verzogerungsstufe, den Kurzzeitmittelwert, die Vorwartsdiffe-
renz und die Riickwirtsdifferenz ist es offensichtlich, daB S < oo gilt, da die
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Impulsantworten jeweils nur einige von Null verschiedene Werte besitzen. Sol-
che Systeme werden FIR-Systeme (finite-duration impulse response) genannt.
Offensichtlich werden FIR-Systeme immer stabil sein, solange die Werte der
Impulsantwort von endlicher Amplitude sind. Der Akkumulator ist jedoch
instabil, da gilt

S= iu[n] = o0.
n=0

In Absatz 2.2.5 wurde bereits die Instabilitat des Akkumulators demonstriert,
indem ein Beispiel eines begrenzten Eingangssignals (Einheitssprung) ange-
geben wurde, fiir welches das Ausgangssignal unbegrenzt ist.

Die Impulsantwort des Akkumulators ist von unbegrenzter Dauer. Dies
ist ein Beispiel fiir die Klasse der 1IR-Systeme (infinite-duration impulse re-
sponse). Ein Beispiel eines IIR-Systems, das stabil ist, findet man fiir die
Impulsantwort h{n] = a”u[n] mit |a| < 1. In diesem Fall ist

S=) lal"
Fiir |af < 1 ergibt die Berechnungsformel fiir die Summe der Glieder einer
unendlichen geometrischen Reihe

ST-e = (2.64)
Ist hingegen |a| > 1, so strebt der Wert der Summe gegen Unendlich, und das
System ist instabil.

Um die Kausalitat der linearen zeitinvarianten Systeme der Beispiele 2.1,
2.2, 2.4 und 2.6 zu priifen, kénnen wir untersuchen, ob A[n] = 0 fiir n < 0 giit.
Gemif dem Absatz 2.2.4 ist die ideale Verzégerungsstufe (ng > 0 in Gleichung
2.22) kausal. Fiir n4 < 0 wire das System nichtkausal. Fiir die Bildung des
beweglichen Mittelwertes erfordert die Kausalitat, da —M; > Ound M3 >0
ist. Der Akkumulator und das Riickwartsdifferenzensystemn sind kausal, das
Vorwirtsdifferenzensystem ist nichtkausal.

Die Eigenschaften der Faltung konnen zur Beschreibung und Analyse
von Zusammenschaltungen linearer zeitinvarianter Systeme verwendet wer-
den. Dazu stellen wir uns ein System nach Bild 2.13(a) vor, das aus ei-
nem Vorwartsdifferenzensystem und einer nachgeschalteten idealen Einheits-
verzdgerungsstufe besteht. In Anlehnung an die kommutative Eigenschaft der
Faltung spielt die Reihenfolge der kaskadierten Systeme keine Rolle, solan-
ge die Systeme linear und zeitinvariant sind. Deshalb erhalten wir dasselbe
Resultat, ob’ wir nun erst die Vorwirtsdifferenz berechnen und das Ergeb-
nis verzogern (Bild 2.13(a)), oder ob wir zunichst die Folge verzogern und
dann die Vorwirtsdifferenz berechnen (Bild 2.13(b)). Aus Gleichung (2.50)
folgt auBerdem, daB die Impulsantwort des Gesamtsystems aus der Faltung
der Impulsantworten der Teilsysteme entsteht. Deshalb gilt
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Bild 2.13 Aquivalente Systeme, die durch Anwendung der kommutativen Eigen-
schaften der Faltung gefunden wurden.
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differenz

Bild 2.14 Reihenschaltung eines Akkumulators und eines Riickwirtsdifferenzensy-
stems. Da die Riickwirtsdifferenz das inverse System zum Akkumulator
darstellt, ist die Reihenschaltung gerade ein Eins-System.

h[n] = (6[n + 1] — é[n]) * 6{n — 1]
=6{n — 1] = (6[n + 1] — 6[n])
=é6[n] - 8[n - 11 (2.65)

Somit ist h{n] mit der Impulsantwort des Systems zur Bildung der Riickwarts-
differenz identisch. Die Reihenschaltungen aus den Bildern 2.13(a) und 2.13(b)
konnen demnach durch das Riickwirtsdifferenzensystem aus Bild 2.13(c) er-
setzt werden.

Man beachte, dafl das nichtkausale System zur Bildung der Vorwartsdif-
ferenz in den Bildern 2.13(a) und (b) durch eine Reihenschaltung mit einer
Verzégerungsstufe in ein kausales System verwandelt wurde. Im allgemeinen
kann jedes nichtkausale FIR-System durch eine Reihenschaltung mit einer
ausreichend langen Verzdgerung kausal gemacht werden.

Ein anderes Beispiel kaskadierter Systeme fiihrt das Konzept inverser Sy-
steme ein. Wir nehmen eine Reihenschaltung zweier Systeme wie in Bild 2.14
an. Die Impulsantwort des Gesamtsystems berechnet sich zu

h[n] = u[n] * (6[n] — [n — 1])
= u[n] — ufn— 1]
= 8[n]. (2.66)
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Dies bedeutet, dafl die Reihenschaltung eines Akkumulators und einer Stufe
zur Bildung der Riickwartsdifferenz (oder umgekehrt) zu einem System fiihrt,
dessen Impulsantwort gerade der Impuls selbst ist. Damit wird das Ausgangs-
signal dieses Systems das Eingangssignal selbst sein: z[n] * §[n] = z[n]. In
diesem Fall kompensiert (oder invertiert) die Riickwirtsdifferenz exakt den
Akkumulator, d.h. das System zur Bildung der Riickwirtsdifferenz ist das
inverse System zum Akkumulator. Aus den kommutativen Eigenschaften der
Faltung ergibt sich, daB natiirlich auch der Akkumulator das inverse System
zum Riickwartsdifferenzensystem ist. Man beachte auch, daf dieses Beispiel
zu einer Systeminterpretation der Gleichungen (2.8) und (2.10) fiihrt. So gilt
allgemein, da8 fiir ein lineares zeitinvariantes System der Impulsantwort h[n]
das inverse System, falls es existiert, die Impulsantwort h;[n] besitzt, die de-
finiert ist durch

h{n] = hi[n] = hn] » h(n] = 8[n]. (2.67)

Inverse Systeme sind in vielen Fallen niitzlich, in denen Auswirkungen
eines linearen Systems kompensiert werden sollen. Im allgemeinen ist es al-
lerdings schwierig, die Gleichung (2.67) bei gegebenem h[n] nach h;[n] auf-
zulsen. In dem spater folgenden Kapitel 5 werden jedoch die Fourier-Trans-
formation und die allgemeinere z-Transformation vorgestellt, die einfache Me-
thoden zur Bestimmung inverser Systeme bereitstellen.

2.5 Lineare Differenzengleichungen mit konstanten Ko-
effizienten

Eine wichtige Unterklasse linearer zeitinvarianter Systeme besteht aus jenen
Systemen, die eine lineare Differenzengleichung N-ter Ordnung mit konstan-
ten Koeffizienten erfiillen, so daf§

N M
ay[ln—k]l= > bx[n—nl]
kg'o : ugo (2.68)
Die Eigenschaften, die in demn Abschnitt 2.4 untersucht wurden und einige der
Analysemethoden, die dort eingefiihrt wurden, kénnen benutzt werden, um die
Differenzengleichungen fiir einige der vorgestellten, linearen zeitinvarianten
Systeme zu bestimmen.

Beispiel 2.9:

Ein Beispiel aus der Klasse der linearen Differenzengleichungen mit konstanten Ko-
effizienten ist der Akkumulator (Beispiel 2.4). Um zu zeigen, daf seine Ein- und
Ausgangsfolgen so eine Differenzengleichung erfiillen, betrachten wir wiederum das
Bild 2.14. Wenn y[n] das Ausgangssignal des Akkumulators darstellt, dann ist, wie
wir schon gesehen haben, die Riickwirtsdifferenz von y[n] identisch mit z[n], da das
Riickwirtsdifferenzensystem zum Akkumulator invers ist; d. h.

yln] — yln — 1] = x[n]. (2.69)
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Bild 2.15 Blockdiagramm einer rekursiven Differenzengleichung zur Beschreibung
eines Akkumulators.

Damit haben wir gezeigt, dafl die Ein- und Ausgangsfolgen neben ihrer Definitions-
gleichung (2.28), die in Form einer Faltung beschrieben ist, auch die lineare Diffe-
renzengleichung mit konstanten Koeffizienten in einer Form nach Gleichung (2.68)
erfilllen, beider N =1,a0=1,4; = -1, M =0 und by = 1 ist.

Man erkennt leichter, daB die Differenzengleichung aus Gleichung (2.69) eine
Beschreibung des Akkumulators ist, wenn man sie umschreibt zu

y[n} = yln — 11 + x[n]. (2.70)

GemaB der Gleichung (2.70) addieren wir fiir jeden Wert von n den aktuellen Ein-
gangswert z[n) zu der bis dahin gebildeten Summe y[n — 1]. Diese Interpretation des
Akkumulators ist in Bild 2.15 als Blockdiagramm dargestellt. Die Gleichung (2.70)
und das Blockdiagramm in Bild 2.15 werden als die rekursive Darstellung des Sy-
stems bezeichnet, da jeder Wert aus den vorher berechneten Werten gebildet wird.
Diese allgemeine Vorstellung wird im Laufe dieses Abschnittes noch ausfiihrlicher
untersucht werden.

Beispiel 2.10:

Als nachstes beschiftigen wir uns mit dem System zur Bildung des Kurzzeitmittel-
wertes aus Beispiel 2.2 mit M, = 0, so dafl das System kausal ist. In diesem Fall
ergibt sich die Impulsantwort nach Gleichung (2.59) zu

) = g3 1) =l = M, — 1D, o
aus welcher folgt, dafl
1 M2
yin]l = m .Z:ox[" — k], (2.712)

welches einen Spezialfall der Gleichung (2.68) darstellt, bei dem N =0, ao = 1 und
by = 1/(M2 +1) fiir 0 < k < M, ist. Die Impulsantwort kann auch ausgedriickt
werden durch

h[n} = (8[n] — 8[n — M, — 1]) » ufn],

M, +1) (2.73)
wodurch nahegelegt wird, das kausale Systems zur Bildung des Kurzzeitmittelwertes
als Reihenschaltungssystem nach Bild 2.16 dargestellt werden kann. Wir kénnen
eine Differenzengleichung fiir dieses Blockdiagramm erhalten, indem wir zunichst
festhalten, da§
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Bild 2.16 Blockdiagramm der rekursiven Form des Systems zur Bildung des Kurz-
zeitmittelwertes.
1
xy[n] = ————=(x[n] — x(n — M, — 1]).

M; +1) (2.74)

Nach der Gleichung (2.69) des Beispiels 2.9 erfiillt die Ausgangsfolge des Akkumu-
lators die Differenzengleichung

y[n] — y[n — 1] = x,[n]
und daraus folgt

1
= oty ) — xln — M — 1) (275)

Wieder erhalten wir eine Differenzengleichung mit einer Form nach Gleichung (2.68),
dieses Mal mit N =1,a0=1,a; = -1, M =0 und bo = —bp, 41 = 1/(M2 4+ 1).

ym) —y[n—1]

Interessanterweise gibt es einige verschiedene Formen von Differenzenglei-
chungen zur Darstellung des Kurzzeitmittelwertes. In Kapitel 6 werden wir se-
hen, daB es eine unbegrenzte Anzahl verschiedener Differenzengleichungen zur
Beschreibung einer gegebenen, linearen zeitinvarianten Ein- Ausgangsbezie-
hung gibt,

Genau wie bei den linearen Differentialgleichungen mit konstanten Ko-
effizienten fiir zeitkontinuierliche Systeme, gilt auch bei den linearen Diffe-
renzengleichungen mit konstanten Koeffizienten fiir zeitdiskrete Systeme, da8
ohne zusitzliche Bedingungen oder Informationen keine eindeutige Bestim-
mung des Ausgangssignals bei gegebenem Eingangssignal moglich ist. Neh-
men wir einmal an, daB wir fiir eine gegebene Eingangsfolge z,[n] irgendwie
eine Ausgangsfolge y,[n] bestimmt haben, die eine Gleichung der Form nach
Gleichung (2.68) erfiillt. Dann wird dieselbe Gleichung mit derselben Ein-
gangsfolge auch durch solche Ausgangsfolgen erfiillt, fiir die

y[n] = y,[n] + yilnl, (2.76)

wobei yn[n] irgendeine Losung der Gleichung (2.68) mit z[n] = 0 ist, d.h. der
Gleichung

N
—k]=0.
kg,oak}’h[" ] (2.77)
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Die Gleichung (2.77) wird als homogene Gleichung und yx[n] als homogene
Lésung bezeichnet. Tatséchlich gehért die Folge yi[n] zu einer Lésungsschar
der Form

N
wninl= Y Anzn.
m=1 (2.78)
Durch Einsetzen der Gleichung (2.78) in Gleichung (2.77) ergibt sich, daB die
komplexen Zahlen z,, die Nullstellen des folgenden Polynoms sein miissen:

N

x_
2% =0 (2.79)
Fiir die Gleichung (2.78) wurde angenommen, da8 alle N Nullstellen des Po-
lynoms in Gleichung (2.79) verschieden sind. Die Gestalt der Terme, die mit
mehrfachen Nullstellen assoziiert sind, sieht etwas anders aus, dennoch exi-
stieren immer N unbestimmte Koeffizienten. Ein Beispiel einer homogenen
Losung mit mehrfachen Nullstellen wird in Aufgabe 2.13 behandelt.

Da yz[n] N unbestimmte Koeffizienten besitzt, ist ein Satz von N Zu-
satzbedingungen erforderlich, um die Ausgangsfolge y[n] fiir eine gegebene
Eingangsfolge z[n] eindeutig festzulegen. Diese Zusatzbedingungen kénnten
darin bestehen, an bestimmten Werten von n feste Werte fiir y[n} vorzu-
schreiben, wie z. B. fiir y[—1], y[~2], .. ., y[~N] und anschlieBend ein lineares
Gleichungssystem nach den N unbekannten Koeffizienten aufzuldsen.

Alternativ dazu kénnen, wenn die Zusatzbedingungen aus einem Satz
von Randbedingungen fiir y[n] bestehen, die anderen Werte von y{n] erzeugt
werden, indem die Gleichung (2.68) in eine Rekursionsformel umgeschrieben
wird, so dafl

N M
ak b .
y[n) kZ::l ™ yln - k] + kzﬂ aoz[n k]. (2.80)
Wenn sowohl die Eingangsfolge z[n] als auch ein Satz von Randbedingun-
gen, z.B. y[—1], y[-2], ..., y[-N], festgelegt ist, dann kann y([0] iiber Glei-
chung (2.80) bestimmt werden. Ist dann y[0], y(—1], y[-2], ..., y[-N + 1]
bekannt, so kann y[1] berechnet werden usw. . Verwendet man dieses Ver-
fahren, so sagt man, daB y[n] rekursiv berechnet wird. Das bedeutet, die Be-
rechnung des Ausgangswertes verwendet nicht nur die Eingangsfolge, sondern
auch vorangegangene Werte der Ausgangsfolge.

Um Werte von y[n] fiir n < —N zu berechnen (wieder unter der Annahme,
daB die Randbedingungen fiir y[—1], y{—2], ..., y[—N] bekannt sind}, kénnen
wir Gleichung (2.68) umstellen zu

N-1 a M b
yn—Nl==> —yn—kl+> —z[n—#k, (2.81)
k=0 N k=0 0

wodurch y[-N — 1], y[-N — 2], ... rekursiv berechnet werden kénnen. Das
folgende Beispiel veranschaulicht dieses rekursive Vorgehen.
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Beispiel 2.11:

Die Differenzengleichung, die durch die Ein- und Ausgangssignale eines Systems
erfillt wird, laute

y[n] = ay[n — 1] + x[n]. (2.82)

Gegeben seien das Eingangssignal z[n] = K§[n], wobei K eine beliebige Zahl ist und
die Randbedingung y[—1} = ¢. Mit diesem Anfangswert kann das Ausgangssignal
fir n > —1, wie folgt, rekursiv berechnet werden:

y[0] = ac + K,
y(11=ay[0] +0

= a(ac + K) = a*c + ak,
y[2] = a(a®c + aK) = a’c + a’K,
y[3] = a(a®c + a*K) = a*c + a*K,

In diesem einfachen Fall erkennen wir, daf y[n] fiir » > 0 gegeben ist durch

yinl=at'c+aK  firn>0. (2.83)

Um das Ausgangssignal fiir n < 0 zu bestimmen, formen wir die Differenzengleichung
um zu

yln — 1] =a"'(y[n] — x[nD), (2.84a)

oder mit einer Substitution
ynl=a '(yn+ 1] - x[n+1]). (2.84b)

Mit der Randbedingung y[—1] = ¢ kénnen wir y[n] fiir n < —1 bestimmen durch

=21 =a {011 - x[-1D)}

=alc

y[-3]1=ala"lc=a"?

¢,
yi—4]=a'a"%c=a"c

Offensichtlich gilt

n+ 1

y[n]=a"""c firn<g ~1. (2.85)
Zusammenfassend erhalten wir mit den Gleichungen (2.83) und (2.85) als Ergebnis

der rekursiven Berechnung:

y[nl =a""'c+ Ka'u[n]  firallen. (2.86)

Mit diesem Beispiel 2.11 werden verschiedene wesentliche Aspekte be-
leuchtet. Zunachst beachte man, daB wir das System durch eine rekursive
Berechnung des Ausgangssignals in beiden Richtungen (positive und negative
Werte fiir n) realisierten, wobei wir jeweils mit n = —1 begonnen haben. Die-
ses Verfahren ist zweifelsfrei nichtkausal. Auerdem ist zu beachten, da mit
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K = 0, einem verschwindenden Eingangssignal, dennoch das Ausgangssignal
y[n] = a"*!c auftritt. Bei einem linearen System muB das Ausgangssignal fiir
alle Zeiten identisch Null sein, sofern Eingangssignal identisch Null ist (siehe
Aufgabe 2.1). Dementsprechend ist dieses System nichtlinear. Wiirde man die
Eingangsfolge um ny Abtastwerte verschieben, d.h. z1[n] = Ké[n —ng)], dann
wiirde sich die Ausgangsfolge iiberdies ergeben zu

yi[n] = a"*'c + Ka"~"uln — n], (2.87)

und deshalb ist das System auch nicht zeitinvariant.

Unser Hauptinteresse in diesem Buch gilt Systemen, die linear und zei-
tinvariant sind. Deshalb miissen auch die Randbedingungen mit diesen Ei-
genschaften konsistent sein. [n Kapitel 4, in dem wir die Losung von Diffe-
renzengleichungen mittels der z-Transformation diskutieren, werden wir die
Bedingungen der Linearitdt und Zeitinvarianz implizit voraussetzen. Wie wir
dort sehen werden, ist selbst mit den zusidtzlichen Bedingungen der Linea-
ritdt und der Zeitinvarianz die Losung einer Differenzengleichung nicht ein-
deutig definiert. Insbesondere gibt es im allgemeinen sowohl kausale als auch
nichtkausale zeitinvariante Systeme, die eine gegebene Differenzengleichung
erfiillen.

Wenn ein System durch eine lineare Differenzengleichung mit konstanten
Koeflizienten charakterisiert wird und ferner die Eigenschaften der Linearitit,
der Kausalitat und der Zeitinvarianz gefordert werden, so ist die Lésung ein-
deutig. In diesem Fall werden die Randbedingungen oft als Anfangsruhezu-
stand bezeichnet. Mit anderen Worten, die Randbedingungen bestehen aus
der Information, daB fiir ein Eingangssignal z[n], das bis zu einem Zeitpunkt
ng identisch Null war, auch das Ausgangssignal fiir n < ng zwingend Null
ist. Dies stellt ausreichende Anfangsbedingungen zur Verfiigung, um y[n] fiir
n > ng rekursiv zu berechnen.

Zusammenfassend gilt fiir ein System, dessen Ein- und Ausgangssignale
eine lineare Differenzengleichung mit konstanten Koeflizienten erfiillen:

e Das Ausgangssignal ist fiir ein gegebenes Eingangssignal nicht eindeutig
bestimmt. Es sind zusatzliche Randbedingungen erforderlich.

e Wenn die Randbedingungen aus N aufeinanderfolgenden Ausgangswer-
ten bestehen, kdnnen folgende Werte durch eine Umformung der Glei-
chung in eine Rekursionsformel, die mit n fortschreitet, berechnet wer-
den. Zuriickliegende Werte kdnnen durch eine Umstellung der Differen-
zengleichung in eine Rekursionsformel mit zuriicklaufendem n berechnet
werden.

e Die Linearitit, Zeitinvarianz und Kausalitat des Systems hdngen von
den Randbedingungen ab. Beschreiben die Randbedingungen den An-
fangsruhezustand, so ist das System linear, zeitinvariant und kausal.
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Mit diesen Ergebnissen betrachten wir erneut das Beispiel 2.11, nun al-
lerdings mit den Anfangsruhebedingungen. Mit z[n] = Ké[n] und y[~1] = 0,
da z[n) = 0 fiir n < 0, ergibt sich

yln] = Ka'u[n]. (2.88)

Lautet das Eingangssignal stattdessen Ké[n — ng] und wird wieder der An-
fangsruhezustand angenommen, dann wird die rekursive Losung mit Hilfe der
Randbedingungen y[n] = 0 fiir n < ng ausgefiihrt. Man beachte, da die An-
fangsruhebedingung fiir ng < 0 erfordert, daB y[—1] # 0O ist. Dies bedeutet, daf
die Anfangsruhebedingung nicht zwangslaufig fordert, daf y[—1] = - - - y[—N]
identisch Null sind. Vielmehr bedeutet es, da y[ng — 1] = ---y[lng — N] =0
ist, sofern z[n] = 0 fiir n < ng gilt. Weiterhin ist zu beachten, da8 die Im-
pulsantwort fiir dieses Beispiel h[n] = a™u[n] lautet, d.h. sie verschwindet
fiir n < 0 und das ist konsistent zur Kausalitit, die mit der Annahme der
Anfangsruhebedingung eingebracht wird.

Die vorangegangene Diskussion ging davon aus, daBl die Ordnung N in der
Gleichung (2.68) gréBer als Null ist. Falls in Gleichung (2.68) N = 0 gilt, ist
keine Rekursion zur Berechnung des Ausgangssignals erforderlich, und daher
werden auch keine Anfangsbedingungen benétigt. Dies bedeutet

0= % (2=
y a k=0 (ao ' (289)

Die Gleichung (2.89) nimmt die Form einer Faltung an, und indem man
z[n] = 8§[n] setzt, kénnen wir die Impulsantwort berechnen zu

M b
Wn) =Y. (—)a[n— K,
k=0 \%0
oder
(—b—">, 0<n< M,
h{n] = {\%

0, sonst. (2.90)
Die Impulsantwort ist offensichtlich von endlicher Dauer. Tatsichlich kann
das Ausgangssignal jedes FIR-Systems nichtrekursiv mit der Gleichung (2.89)
berechnet werden, wobei die Koeffizienten die Werte der Impulsantwort sind.
Das Beispiel 2.10 eines Kurzzeitmittelwertsystems ist mit M; = 0 ein Bei-
spiel eines kausalen FIR-Systems. Ein interessanter Aspekt dieses Systems ist,
daB wir fiir dieses System auch eine rekursive Gleichung fiir das Ausgangssi-
gnal bestimmen konnten. In Kapitel 6 werden wir sehen, daB es mannigfal-
tige Moglichkeiten gibt, eine gewiinschte Signaltransformation mit Differen-
zengleichungen zu realisieren. Die Vorteile der einen oder anderen Methode
hdngen von praktischen Gegebenheiten ab, wie der Rechengenauigkeit, dem
Speicherplatz und der Anzahl von Multiplikationen und Additionen fiir die
Bestimmung der Ausgangswerte. '
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2.6 Darstellung zeitdiskreter Signale und Systeme im
Frequenzbereich

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir einige grundlegende Kon-
zepte der Theorie zeitdiskreter Signale und Systeme eingefiihrt. Fiir lineare
zeitinvariante Systeme haben wir gesehen, daB eine Darstellung der Eingangs-
folge als gewichtete Summe von verzdgerten Impulsen zu einer Darstellung der
Ausgangsfolge als eine gewichtete Summe von verzogerten Impulsantworten
fiihrt. Genau wie zeitkontinuierliche Signale kénnen auch zeitdiskrete Signa-
le auf mehrere verschiedene Arten dargestellt werden. Beispielsweise spielen
sinusformige Folgen und komplexe Exponentialfolgen eine besonders wichti-
ge Rolle in der Darstellung zeitdiskreter Signale. Dies begriindet sich darauf,
daB komplexe Exponentialfolgen Eigenfunktionen der linearen zeitinvarian-
ten Systeme sind und die Systemantwort auf eine sinusformige Eingangsfolge
eine Sinusfunktion derselben Frequenz ist, deren Amplitude und Phase vom
System bestimmt werden. Diese fundarmentale Eigenschaft linearer zeitinvari-
anter Systeme macht die Darstellung von Signalen als Sinusfunktionen oder
als komplexe Exponentialfunktionen (d.h. Fourier-Darstellungen) unerlaglich
fiir die Theorie linearer Systeme.

Um die Eigenschaften der Eigenfunktion komplexer Exponentialfunktio-
nen beziiglich zeitdiskreter Systeme zu zeigen, betrachten wir die Eingangs-
folge z[n] = €/“™ mit —oo < n < oo, d. h. eine komplexe Exponentialfunktion
mit der Kreisfrequenz w. Nach Gleichung (2.49) berechnet sich das entspre-
chende Ausgangssignal eines linearen zeitinvarianten Systems der Impulsant-
wort h[n] zu

yin]= 3 h[K]enb

k=-w

=eiw"( 5 h[k]e“"‘"‘).

k=—-a (291)
Mit der Definition
H(e™) = y h{k]e o,
k=z—:w ‘ (2.92)
wird aus der Gleichung (2.91)
yln] = H(*)erm. (2.93)

Demnach ist e/“" eine Eigenfunktion des Systems mit dem dazugehérigen
Eigenwert H(e*). Der Gleichung (2.93) ist zu entnehmen, da8 H(e’*) die
Anderung der komplexen Amplitude einer komplexen Exponentialfunktion
als Funktion der Frequenz w beschreibt. Der Eigenwert H(e/*) wird als der
Frequenzgang oder die Ubertragungsfunktion des Systems bezeichnet. Im allge-
meinen ist H(e/*) komplex und kann mit Hilfe seines Real- und Imaginirteils
beschrieben werden
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H(e) = Hy(e™) + jH{e') (2.94)

oder als Funktion des Amplituden- und Phasengangs

H(e) = | H(e/®) |/ ¥, (2.95)

Beispiel 2.12:

Als ein einfaches Beispiel dafiir, wie wir den Frequenzgang eines linearen zeitinva-
rianten Systems bestimmen kdnnen, betrachten wir ein ideales Verzégerungssystem,
das definiert ist durch

yIn) = xn — n,], (2.96)

wobei ngq eine feste ganze Zahl ist. Wihlen wir z[n] = ¢’“™ als Eingangsfolge des
Systems, so erhalten wir aus Gleichung (2.96)

y["] = e]m(n—n.g) = e—jmn‘eiwn‘

Somit erhalten wir fiir jeden gegebenen Wert von w einen Ausgangswert, der sich aus
dem Produkt des Eingangssignals mit einer komplexen Konstanten, deren Wert von
w abhingt, zusammensetzt. Die Ubertragungsfunktion des idealen Verzdgerungssy-
stems lautet demnach

H(e) = e~ Jome. (2.97)

Um die Ubertragungsfunktion mit einer anderen Methode zu bestimmen, erinnern
wir uns daran, da8 fiir ein ideales Verzogerungssystem k[n] = §[n — n4] gilt. Mit
Hilfe von Gleichung (2.92) erhalten wir

H(eIW) = i 5[n — n‘]e_jﬁ"' = e'j"”",

Mit der Euler-Gleichung bestimmen wir den Real- und Imaginirteil der Ubertra-
gungsfunktion zu

Hg(e') = cos wny, (2.98a)
He)y = Y hlkle (2.98b)
Der Betrag und die Phase lauten
[H) =1, (2.99a)
K H(e™) = —an, (2.99b)

In Abschnitt 2.7 werden wir zeigen, daB eine grofe Klasse von Signalen als
Linearkombination komplexer Exponentialfunktionen in der folgenden Form
dargestellt werden kann:

= o,
xr] = 3. (2.100)

Mit dem Superpositionsprinzip ergibt sich das dazugehorige Ausgangssignal
eines linearen zeitinvarianten Systems zu
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yin] = X a Hie el (2.101)

Daher kénnen wir das Ausgangssignal nach Gleichung (2.101) bestimmen,
wenn wir z{n] gemaf Gleichung (2.100) durch eine Summe von komplexen Ex-
ponentialfunktionen darstellen kénnen und die Ubertragungsfunktion H(e/“)
des Systems kennen. Das folgende einfache Beispiel illustriert diese fundamen-
tale Eigenschaft linearer zeitinvarianter Systeme.

Beispiel 2.13:

Da es leicht ist, eine sinusférmige Funktion als Linearkombination komplexer Expo-
nentialfunktionen zu formulieren, nehmen wir eine sinusférmige Eingangsfolge an

A A
x[n] = Acos(won + ) =3 elteloon 4 3 e I0gTimen, (2.102)

Nach Gleichung (2.93) ergibt sich die Systemantwort auf z,[n] = (A/2)e’®e’“°") zu

y,[n] = H(e™) g eoglonn

(2.103a)
Die Antwort auf z2[n] = (A/2)e™%e77“°") lautet
= H(e {®° 4 —J# o~ joron
ya[n} = He )E e e - (2.103b)
Daher folgt fiir die Gesamtantwort
A . .
= _ woypibgloon | H(p~Jooyg—ibg=J 3
yln] 3 [H(e/™)e*e/>" + H(e™Jo0)e™i%¢™140"] (2.104)

Wenn h[n] reell ist, kann gezeigt werden, daB H(e™7“°) = H*(e’“) ist (siche auch
Aufgabe 2.26). Folglich gilt

y(n] = A|H(?)| cos(won + ¢ + 0), (2.105)

wobei § = H(e’*°) die Phase des Systems an der Frequenz wq ist.
Fiir das einfache Beispiel einer idealen Verzdgerungsstufe haben wir in Bei-
spiel 2.12 bestimmt, dafl |H*(e’“°)] =1 und § = —wong4 gilt. Deshalb ist

y[n] = Acos(won + ¢ — wony)
= A cos[wy(n — n) + 4], (2.106)

was zu dem Ergebnis konsistent ist, das wir auch direkt durch die Anwendung der
Definition des idealen Verzégerungssystems erhalten hitten.

Die Vorstellung des Frequenzgangs eines linearen zeitinvarianten Systems
ist fiir zeitkontinuierliche und zeitdiskrete Systeme im wesentlichen gleich.
Ein wichtiger Unterschied entsteht jedoch daraus, dafl der Frequenzgang ei-
nes zeitdiskreten, linearen zeitinvarianten Systems immer eine 2w-periodische
Funktion in der Variablen w ist. Um dies zu zeigen, ersetzen wir w in Glei-
chung (2.92) durch w + 27 und erhalten
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H e}(w+2u) = d h -j(w+21:)n.
[efm5] = 2 ke (2.107)

+j2xn

Mit der Tatsache, da8 fiir alle ganzzahligen n e = 1 gilt, erhalten wir

e—j(w+2:)n = e—jwne—qun - e-—jwn

Dies fiihrt zu

H(e* 2) = H(e™) (2.108)

und, allgemeiner gilt fiir ein beliebiges ganzzahliges r

H(eX@* 2%y = H(e/) (2.109)

d.h. H(e/*) ist periodisch mit der Periode 27. Bemerkenswert ist, daB dies of-
fensichtlich auch fiir das ideale Verzogerungssystem zutrifft, da e=i(w+2m)ns —
e~J“n¢ ist, wenn n4 eine ganze Zahl ist.

Der Grund fiir diese Periodizitat liegt in der bereits frither beobachteten
Tatsache, dafl die Folge

{*"}, —w<n<oo,
von der folgenden Sequenz nicht unterscheidbar ist:
{ej(m+2n)n}’ —0 < n<o0.

Da diese *beiden Folgen fiir alle n die gleichen Werte besitzen, mu8 sich
das System fiir beide Eingangsfolgen gleich verhalten. Daher muff auch Glei-
chung (2.108) erfiillt sein.

Da H(e’“) periodisch mit der Periode 27 ist und da die Frequenzen w und
w+27 nicht zu unterscheiden sind, reicht es aus, H(e’*) nur in einem Intervall
der Linge 27 anzugeben, z.B. 0 < w < 27 oder —7 < w < 7. Die inhérente
Periodizitat definiert den Frequenzgang auch auBerhalb des gewahlten Inter-
valles. Zur Vereinfachung und um Konsistenz zum zeitkontinuierlichen Fall
zu erreichen, wird H(e/“) iiblicherweise im Intervall —7 < w < 7 angegeben.
Bezogen auf dieses Intervall sind mit ,niedrigen Frequenzen“ die Frequenzen
nahe bei Null gemeint, wiahrend sich die ,hohen Frequenzen“ nahe bei £7 be-
finden. Beriicksichtigen wir, da§ die Frequenzen, die sich um ein ganzzahliges
Vielfaches von 27 unterscheiden, nicht unterscheidbar sind, so kénnen wir die
vorhergehende Aussage, wie folgt, verallgemeinern: ,Niedrigen Frequenzen“
sind jene, die nahe bei geradzahligen Vielfachen von « liegen, ,hohe Frequen-
zen“ befinden sich dagegen nahe bei ungeradzahligen Vielfachen von 7. Dies
stimmt mit unserer vorangegangenen Erorterung in Abschnitt 2.1 iiberein.



48 2 ZEITDISKRETE SIGNALE UND SYSTEME
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Bild 2.17 Ideales Tiefpafifilter (a) Periodizitit des Frequenzgangs, (b) eine Periode
des Frequenzgangs.

Beispiel 2.14:

Eine wichtige Klasse linearer zeitinvarianter Systeme enthilt die Systeme, deren
Ubertragungsfunktion fiir einen bestimmten Bereich Eins ist und ansonsten Null
betrigt. Diese Systeme korrespondieren mit idealen frequenzselektiven Filtern. In
Ubereinstimmung mit der vorangegangenen Diskussion ist in Bild 2.17(a) der Fre-
quenzgang eines idealen Tiefpafifilters dargestellt. Aufgrund der inhdrenten Periodi-
zitit der zeitdiskreten Ubertragungsfunktion sieht sie wie ein Multibandfilter aus, da
Frequenzen um w = 27 nicht von denen um w = 0 zu unterscheiden sind. Tatsichlich
laft der Frequenzgang jedoch nur niedrige Frequenzen durch und unterdriickt hohe
Frequenzen. Da der Frequenzgang durch sein Verhalten im Intervall —x < w < =
vollstindig definiert ist, wird die Ubertragungsfunktion des idealen Tiefpaffilters
normalerweise nur in diesem Intervall dargestellt, siche Bild 2.17(b). Die Ubertra-
gungsfunktionen eines idealen HochpaB-, Bandsperren- und Bandpaffilters werden
in den Bildern 2.18(a), (b) bzw. (c) gezeigt.

Beispiel 2.15:

Die Impulsantwort des Kurzzeitmittelwertsystems aus Beispiel 2.2 lautet

1

h[)={M, + M, + 1’ —M, <n<M,,
0, sonst.
Deshalb gilt fiir die f]bertragungsfunktion
M2
H(e’w)= Z e~ Jon,

M, +M,+1,.5,, (2.110)
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Hy (67)
———— 1 pr———
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Bild 2.18 ldeale frequenzselektive Filter. (a) HochpaBfilter, (b) Bandsperrenfilter,
(c) Bandpaffilter. Alle Ubertragungsfunktionen sind mit der Periode 27
periodisch; dargestellt wird jeweils nur eine Periode.
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IH@)
. I 1 1
2w - —2r =3 k4 2w w
[) [}
I He")
-2r -

Bild 2.19 (a) Amplitudengang und (b) Phasengang der Ubertragungsfunktion des
Kurzzeitmittelwertsystems fiir den Fall: M, = 0, M, = 4.

Die Gleichung (2.110) kann mit Hilfe von Gleichung (2.43) in geschlossener Form
ausgedriickt werden, fiir die

el 1 efoMr _ g~ JoMa+1)
H =
( ) M1+Mz+l ]_e‘lm
= ——l—‘e'ﬁMM:-M‘ﬂ,,z OMI+ M+ 12 _ o= oMy + M2 +1)2
M+ M,;+1 e
= ————l————e-Jw(Ma-M,)/z eloMy + M2 +1)/2 _ ,—Jjo(M1+M2+1)/2
M+ M, +1 elol2 _ ,— o2
= _l_e—M(Mx—M,)/z sinfw(M, + M, + 1)/2]
M, +M;+1 sin(w/2) (2.111)

Der Amplituden- und Phasengang von H(e’*) sind in Bild 2.19 fir M; =0, M, = 4
dargestellt. Man beachte, daB H(e’“) periodisch ist, wie man es fiir eine Ubertra-
gungsfunktion eines zeitdiskreten Systems erwartet. Weiterhin ist bemerkenswert,
daB |H(e’)| zu hohen Frequenzen hin abfillt und daB ¥ H(e’*), d.h. die Phase
von H({e’™), sich linear mit der Frequenz w verindert. Diese Dampfung an hohen
Frequenzen lifit erwarten, daB schnelle Anderungen in der Eingangsfolge geglittet
werden; demnach handelt es sich um eine grobe Approximation eines Tiefpafifilters.
Dies entspricht auch dem, was wir intuitiv von einem Kurzzeitmittelwert bildenden
System erwarten.

Einer der Vorteile der Ubertragungsfunktionsdarstellung eines linearen
zeitinvarianten Systems besteht darin, da8 die Interpretation des Systemver-
haltens, wie in Beispiel 2.15, oft leicht fallt. Wir werden diesen Punkt in
Kapitel 5 noch wesentlich ausfiihrlicher beleuchterr. Im Moment kehren wir
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jedoch wieder zu der Frage zuriick, wie wir fiir eine beliebige Eingangsfolge
eine Darstellung der Form nach Gleichung (2.100) bestimmen kdnnen.

2.7 Fourier-Transformationsdarstellung von Folgen

Viele Sequenzen kénnen durch ein Fourier-Integral der folgenden Form be-
schrieben werden:

L
=L x@e do,
xn] an..( e deo (2.112)

wobei X (/) gegeben ist durch

X@)= Y x[nle~n.
)= 2 e (2.113)

Die Gleichungen (2.112) und (2.113) bilden zusammen die Fourier-Darstellung
einer Folge. Die Gleichung (2.112), die inverse Fourier- Transformation, ist die
Synthese-Formel. Dies bedeutet, daB sie z[n] als Superposition infitinesimal
kleiner, komplexer sinusférmiger Funktionen der folgenden Form beschreibt:

L xeeinn g,
2n

wobei w ein Intervall der Breite 27 durchlauft und X (e?“) den relativen Anteil
der jeweiligen komplexen sinusférmigen Komponente festlegt. Auch wenn wir
in Gleichung (2.112) als Bereich fiir w Werte zwischen —# und 7 gewéahlt
haben, kann dennoch jedes beliebige Intervall der Breite 21 verwendet werden.
Die Gleichung (2.113), die Fourier-Transformation!, stellt einen Ausdruck zur
Berechnung von X (e/*) aus der Folge z[n] dar, d.h. zur Analyse der Folge
z[n], indem bestimmt wird, welche Frequenzanteile zur Erzeugung von z[n]
nach Gleichung (2.112) bendtigt werden.

Im allgemeinen ist die Fourier-Transformierte eine komplexwertige Funk-
tion in w. In Analogie zum Frequenzgang driicken wir auch X (e’*) manchmal
in der kartesischen Form

X(ef) = X g(el) + jX (') (2.114a)

oder in polarer Form aus

X(e) = | X(&7) | e*X '™, (2-114b)

! Gelegentlich werden wir die Gleichung (2.113) auch als zeitdiskrete Fourier-Transfor-
mation bezeichnen, besonders dann, wenn es wichtig ist, sie von der zeitkontinuierlichen
Fourier-Transformation zu unterscheiden.
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Die GroBen | X (e’*)] und X X(e’*) werden als Amplituden- bzw. Phasengang
der Fourier-Transformierten bezeichnet. Die Fourier-Transformierte wird ge-
legentlich auch Fourier-Spektrum oder einfach nur Spektrum genannt. Manch-
mal verwendet man auch die Begriffe Betragsspektrum oder Amplitudenspek-
trum fiir | X(e’“)| und der Winkel- oder Phasengang ¥ X(e*) wird hin und
wieder auch als Phasenspekirum bezeichnet.

Der Phasengang X X(e/“) ist durch die Gleichung (2.114b) nicht ein-
deutig bestimmt, da jedes ganzzahliges Vielfache von 27 zu w addiert werden
kann, ohne dafl sich der Wert der komplexen Exponentialfunktion veréndert.
Wenn wir auf die Hauptwerte des Phasengangs zuriickgreifen wollen, d.h.
wenn wir den Phasengang ¥ X (e/“) auf Werte zwischen —7 und 7 beschrin-
ken, so werden wir dies durch die Notation ARG[X(e/*)] verdeutlichen. In
Kapitel 5 werden wir feststellen, dal es vorteilhaft sein kann, sich auf eine
Phasenfunktionen zu beziehen, die im Intervall 0 < w < 7 kontinuierlich ist,
diese werden wir als arg[X (e’“)] bezeichnen.

Durch den Vergleich der Gleichungen (2.92) und (2.113) erkennen wir,
daB die Ubertragungsfunktion eines linearen zeitinvarianten Systems lediglich
die Fourier-Transformierte der Impulsantwort ist und da die Impulsantwort
deshalb aus der Ubertragungsfunktion berechnet werden kann, indem man
das Fourier-Riicktransformationsintegral anwendet, d.h.

1 * ay on
h{n] = 2—7[‘[_'H(e’ Ye'*" dos. (2.115)

Die Ubertragungsfunktion ist, wie wir kiirzlich erorterten, eine periodi-
sche Funktion. Genauso ist auch die Fourier-Transformierte mit der Peri-
ode 27 periodisch. Tatsdchlich nimmt die Gleichung (2.113) die Form einer
Fourier-Reihe fiir eine kontinuierliche periodische Funktion X(¢/*) an, und
die Gleichung (2.112), die die Folgenwerte z[n] in Abhingigkeit der periodi-
schen Funktion X(e/*) ausdriickt, nimmt die Gestalt der Integralgleichung
an, die zur Bestimmung der Koeflizienten einer Fourier-Reihe verwendet wer-
den wiirde. Unsere Verwendung der Gleichungen (2.112) und (2.113) konzen-
triert sich auf die Darstellung der Folge z[n]. Dennoch ist es unerlalich, sich
der Aquivalenz zwischen der Fourier-Reihendarstellung kontinuierlicher peri-
odischer Funktionen und der Fourier-Transformationsdarstellung zeitdiskreter
Signale bewuBt zu sein, da alle vertrauten Eigenschaften der Fourier-Reihen
mit der entsprechenden Auslegung der Variablen auf die Fourier-Darstellung
einer Folge angewendet werden konnen.

Wir haben bisher noch nicht explizit gezeigt, daB die Gleichungen (2.112)
und (2.113) zueinander inverse sind und haben auch noch nicht bewiesen,
welchen Umfang die Klasse von Signalen hat, die in der Form nach Glei-
chung (2.112) dargestellt werden kann. Um zu zeigen, daB Gleichung (2.112)
die Inverse von Gleichung (2.113) ist, bestimmen wir X(e/*) mit Hilfe von
Gleichung (2.113) und setzen das Ergebnis in Gleichung (2.112) ein. Im ein-
zelnen berechnen wir
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% . (...-2; wx[m]e"‘”")e"”" do = 2[n], (2.116)
wobei wir zunichst [n] verwenden, um das Ergebnis der Fourier-Transforma-
tion zu kennzeichnen. Wir miissen zeigen, da8 #[n] = z[n] ist, wenn X (¢/) mit
Gleichung (2.113) bestimmt werden kann. Man beachte, da der , Dummy“-In-
dex (Zahlindex) der Summation nun durch m beschrieben wird, um ihn von n,
dem variablen Index in Gleichung (2.112) zu unterscheiden. Wenn die Summe
fiir alle Werte von w gleichmi8ig konvergiert, dann konnen wir die Reihenfolge
der Integration und Summation vertauschen und erhalten

2[n] = i x[m](% J.j elotn=m) dw).

m=-a

(2.117)

Berechnen wir das Integral innerhalb der Klammern, so ergibt sich

1 [* _ sin n(n — m)
. w(n—m) - 7
2n _,,ej dw (n — m)

_ 1, m=n,
10, ms#£n,’
= o6[n—m).

So daf b=l

2n]= Y x[mlo[n —m] = x[n],

m=—w®

was es zu zeigen galt.

Das Problem, die Klasse der Signale festzulegen, die mit Hilfe der Glei-
chung (2.112) dargestellt werden kann, ist dquivalent zu der Bestimmung der
Konvergenz der unendlichen Summe aus Gleichung (2.113). Das bedeutet, da8
wir uns mit den Bedingungen zu beschiftigen haben, die von den Termen der
Summe in Gleichung (2.113) erfiillt werden miissen, so da

I1X(e™)| < 0 firalle o,

wobei X (e/) fiir den Grenzwert der endlichen Summe mit M — oo steht

M

Xule!) = Z_Mx["]e_m' (2.118)

Eine hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz kann, wie folgt, gefun-
den werden:
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Ly

)) x[n]e"""'l <®

A== a0

| X(e")| =

< ¥ Ixfnllle™" < o0

n=—a

< i |x[n]| < oo.

n=E—x

Deshalb existiert X (e’“), wenn z[n] absolut summierbar ist. Weiterhin kann
in diesem Fall gezeigt werden, daB die Reihe gleichmiBig gegen eine kontinu-
ierliche Funktion in w konvergiert!.

Da eine stabile Folge laut Definition absolut summierbar ist, besitzen
alle stabilen Folgen Fourier-Transformierte. Daraus folgt aulerdem, daB jedes
stabile System eine endliche und kontinuierliche Ubertragungsfunktion besitzt.

Die absolute Summierbarkeit ist eine hinreichende Bedingung fiir die Exi-
stenz einer Fourier-Darstellung. In den Beispielen 2.12 und 2.15 haben wir die
Fourier-Transformierten der Folgen §[n—ng] und [1/(M;+M2+1))(u[n+M,;]—
u[n — M, — 1]) berechnet. Diese Folgen sind absolut summierbar, da sie eine
endliche Linge besitzen. Zweifelsfrei ist jede endlich lange Folge absolut sum-
mierbar und besitzt deshalb eine Fourier-Darstellung. In dem Zusammenhang
mit linearen zeitinvarianten Systemen ist jedes FIR-System stabil und wird
daher einen endlichen und kontinuierlichen Frequenzgang annehmen. Ist ei-
ne Folge unendliche lang, so miissen wir auf die Konvergenz der unendlichen
Summe achten. Das folgende Beispiel verdeutlicht diesen Fall.

Beispiel 2.16:
Es set z[n] = a™u[n]. Die Fourier-Transformierte dieser Folge lautet

X(e®) = ¥ ate™hn = 3 (ae™ oy

n=0 a=0

1
= m wennlae"""l <1 oder |al < 1.
Offensichtlich ist die Bedingung |a|] < 1 die Voraussetzung fiir eine absolute Sum-
mierbarkeit von z[n], d.h.

= 1
al =——< al< 1.
ZJaf = g < 0 wennlal (2.119)

Die absolute Summierbarkeit ist eine hinreichende Bedingung fiir die Exi-
stenz einer Fourier-Transformierten. AuBlerdem garantiert sie eine gleichmigBi-
ge Konvergenz. Einige Folgen sind zwar nicht absolut, aber im quadratischen
Mittel summierbar, d. h.

t Anmerkung des fJbersetzers: Eine gleichmifBige Konvergenz bedeutet, daBl der Ausdruck
limps— oo 1X(e7%) = Xar(e?¥)] fiir alle Werte von w gegen Null strebt.
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o

[x[n]|? < co.

Z. (2.120)
Derartige Folgen kdénnen durch eine Fourier-Transformierte dargestellt wer-
den, wenn wir bereit sind, die Bedingung der gleichméBigen Konvergenz der
unendlichen Summe, die X(e’“) definiert, etwas abzuschwéchen. Im einzelnen
liegt in diesem Fall eine Konvergenz im quadratischen Mittel vor, d.h. mit

®

X(e) = FZ_ mx[n]e"“’" (2.121a)
und
Y
Xule?) = 3, e, (2.121b)

ergibt sich

im [ 1% — X,@) dw=0.
] JXED =X N (2.122)
Mit anderen Worten, der Fehler | X (e/“) — Xps(e/*)| wird wohl nicht fiir
jeden Wert von w den Wert Null erreichen, wenn M gegen oo lduft, aber die
»Gesamtenergie” des Fehlers strebt gegen Null. Das Beispiel 2.17 illustriert
diesen Fall.

Beispiel 2.17:

Lassen Sie die Impulsantwort des idealen TiefpafBfilters aus Beispiel 2.14 bestimmen.
Die Ubertragungsfunktion lautet

l, |w| <wt’

Hy (") =
we™) {o, o <lo| s, (2.123)

selbstverstandlich mit der Periodizitit von 2x. Die Impulsantwort hiy[n] kann mit
Hilfe der Fourier-Transformations-Synthesegleichung (2.112) bestimmt werden

1 ©c
h,,[n] = i; e"" do

@,

_sina.n

= Tam o TXSRE® (2.124)
Wir beachten, daB der ideale Tiefpa8 nichtkausal ist, da hip[n] fiir n < 0 ungleich
Null ist. AuBlerdem ist hip[n] nicht absolut summierbar. Die Folgenwerte nihern
sich zwar mit n — oo der Null, jedoch nur mit 1/n. Dies begrindet sich auf der
Unstetigkeit von X(e’*) an der Stelle w = we. Da hip[n] nicht absolut summierbar
ist, konvergiert der Ausdruck
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Hylel®), M=1 Hyle“), M=3
T\ aN
N7
™ 7
—w, [} W, \. w - V —~W, 0 W, v T w
{a) (b)
Hy (el*),; M=7 Hy(el?), M=19
N TN NS VWY WNNV
- P ) AL l A
V—wc 0 ucv -~ Tw -x vv—wc 0 w,Vv T w
{c) (d)

Bild 2.20 Konvergenz der Fourier-Transformation. Das oszillatorische Verhalten
bei w = w, wird oft als Gibbsche Phinomen bezeichnet.

nicht gleichmaflig fir alle w. Um einen intuitiven Eindruck davon zu bekommen,
nehmen wir Hp(e’“) als Summe einer endlichen Anzahl von Termen an
. M sinwn
H, () = 0T g,
" X, (2.125)

Es 18t sich zeigen, daBl Ha(e’®) ausgedriickt werden kann durch

@ sin[(2M + 1o — 0)/2]

sin[(w — 0)/2] 6.

Hue =5 [
Die Funktion H(e’“) wird in Bild 2.20 fiir verschiedene Werte von M ausgewertet.
Man beachte, daf die Oszillationen bei w = w, (oft als Gibbsche Phinomen bezeich-
net) mit zunehmendem M zwar schneller werden, die Amplitude der Schwingung
jedoch nicht abnimmt. Tatsichlich kann gezeigt werden, daBi mit M — oo die Maxi-
malamplitude der Schwingungen zwar nicht gegen Null geht, aber die Oszillationen
an die Stelle w = w. zusammenriicken. Deshalb konvergiert die unendliche Sum-
me nicht gleichmifig gegen die unstetige Funktion Hip(e’“) aus Gleichung (2.123).
Indessen ist hiy[n] nach Gleichung (2.124) gquadratisch summierbar, und dement-
sprechend konvergiert Hp(e’*) im quadratischen Mittel gegen Hip(e’“), d. h.

lim J" |H(e") — H\(e)|> dwo - 0.

Moo
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Auch wenn die Abweichung zwischen Lim pr—oo Hpr(e’) und Hip(e’*) unwesentlich
erscheinen mag, da sich die Funktionen nur bei w = w. unterscheiden, werden wir
doch in Kapitel 7 sehen, daB dieses Verhalten endlicher Summen erhebliche Auswir-
kungen auf den Entwurf zeitdiskreter Filtersysteme hat.

Manchmal ist es niitzlich, eine Fourier-Darstellung fiir bestimmte Folgen
zu kennen, die weder absolut summierbar noch quadratisch summierbar sind.
Einige dieser Sequenzen erldautern wir anhand der folgenden Beispiele.

Beispiel 2.18:

Wir untersuchen die Folge z{n] = 1 fiir alle n. Diese Folge ist weder absolut noch
quadratisch summierbar, und die Gleichung (2.113) konvergiert in diesem Fall weder
gleichmiflig noch im quadratischen Mittel. Trotzdem ist es moglich und hilfreich,
eine Fourier-Transformierte zu dieser Folge zu definieren, und zwar als periodische
Dirac-Impulsfolge

X(e) ’=Z_m2m5(w + 2ar). (2.126)
In diesem Fall sind die Impulse Funktionen einer kontinuierlichen Variablen und
sind deshalb von ,unendlicher Hohe, der Breite Null und der Fliche Eins“, was
zu der Tatsache konsistent ist, daB die Gleichung (2.113) nicht konvergiert. Die
Verwendung der Gleichung (2.126) als Fourier-Darstellung der Folge z[n] = 1 ist
prinzipiell gerechtfertigt, da die formale Substitution der Gleichung (2.126) in Glei-
chung (2.112) zu dem korrekten Ergebnis filhrt. Das Beispiel 2.19 beschreibt eine
Verallgemeinerung dieses Beispiels.

Beispiel 2.19:

Wir betrachten eine Folge x[n], deren Fourier-Transformierte eine periodische Dirac-
Impulsfolge ist

X(e™) = z_: 2n8(w — wy + 27r). (2.127)

Setzen wir X (e’*) in das Fourier-Riicktransformationsintegral der Gleichung (2.112)
ein und beachten wir, dafl die Integration nur eine Periode von X (e’“) einschlieft,
so erhalten wir

l t 3
x(n] = = I_'Zné(w — wy)e™ do. (2.128)

Benutzen wir die Ausblendeigenschaft des Dirac-lmpulses, so folgt fiir ein beliebiges
n

x[n] = efoo"

Fiir wo = 0 vereinfacht sich z[n] zu der Folge, die in Beispiel 2.18 betrachtet wurde.
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Zweifelsfrei ist die Folge z[n] aus Beispiel 2.19 weder absolut noch qua-
dratisch summierbar, und | X (e’*)| ist nicht fiir alle w endlich. Somit bedarf
die mathematische Beziehung

won, = jon —_—
,.=Z— ,.el e~ Jom = ’=Z_m21t6(w g + 2mr) (2.129)
einer speziellen Interpretation. Eine solche Interpretation liefert die Theorie
der verallgemeinerten Funktionen (Lighthill, 1958). Mit Hilfe dieser Theorie
kann das Konzept der Fourier-Darstellung auf die Klasse von Folgen korrekt
erweitert werden, die als Summe von diskreten Frequenzkomponenten dar-
stellbar sind, wie z. B.

x[n] =§:a,‘e"°""', —<n<om. (2.130)
Mit dem Ergebnis aus Beispiel 2.19 folgt, daB
XE®) = ¥ ¥ 21080 — o, +2
@)= L T2madw -, +2m) (2.131)

eine folgerichtige Darstellung der Fourier-Transformierten von z[n] aus Glei-
chung (2.130) ist.

Eine andere Folge, die weder absolut noch quadratisch summierbar ist,
ist der Einheitssprung u[n]. Auch wenn es nicht ganz so einfach zu zeigen
ist, existiert fiir diese Folge eine Fourier-Transformierte mit der folgenden
Darstellung:

O

U(e®) = nd(w + 2nr).

=+
1—ek ™, (2.132)

2.8 Symmetrie-Eigenschaften von Fourier-Transformier-
ten

Bei der Verwendung der Fourier-Transformierten ist es niitzlich, genauere
Kenntnisse von der Art und Weise zu haben, wie sich die Eigenschaften der
Folge ihrerseits in der Fourier-Transformierten manifestieren und umgekehrt.
In diesem Abschnitt und in Abschnitt 2.9 werden wir eine Reihe solcher Ei-
genschaften diskutieren und zusammenfassen.

Symmetrieeigenschaften der Fourier-Transformierten sind oft sehr hilf-
reich. Die folgende Diskussion stellt diese Eigenschaften vor, wiahrend die Be-
weise in den Aufgaben 2.29 und 2.30 durchgefiihrt werden sollen. Bevor die
Eigenschaften vorgestellt werden kénnen, miissen noch ein paar Definitionen
getroffen werden.

Eine konjugiert symmetrische Folge z.[n] ist als eine Folge definiert, fiir
die z.[n] = z:[-n] gilt. Eine konjugiert antisymmetrische Folge x,[n] ist als
eine Folge definiert, fiir die z,[n] = —z}[~n] gilt, wobei das Zeichen: * fiir
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konjugiert komplex steht. Eine beliebige Folge z[n] 1aBt sich als Summe ei-
ner konjugiert symmetrischen und einer konjugiert antisymmetrischen Folgen
darstellen. Im einzelnen ergibt sich

x["] = xe["] + xo["]’ (2.1333.)
wobei gilt, daf
x[n] = $(x[n] + x*[—n]) (2.133b)
und
x,[n] = 3(x[n] — x*[—n]). (2.133¢)

Eine reelle Folge, die konjugiert symmetrisch ist, so da z.[n] = z.[—n] gilt,
wird als gerade Folge (even) bezeichnet. Eine reelle Folge die konjugiert anti-
symmetrisch ist, so da z,{n] = —x,[—n] nennt man ungerade Folge (odd).

Die Fourier-Transformierte X (e¢/“) laBt sich in eine Summe aus einer
konjugiert symmetrischen und einer konjugiert antisymmetrischen Funktion
zerlegen, und zwar

X(€°) = X () + X (&), (2.134a)
wobel
X () = J[X(€") + X*(e™)] (2.134b)
und
X (") = HX () — X*e ™). (2.134c)

Offensichtlich ist X.(e’“) konjugiert symmetrisch und X,(e*) konjugiert an-
tisymmetrisch, d. h.

Xe(ejw) = X:(e—jm) (21358)

und
X (&) = — X¥e ™). (2.135b)

Genau wie bei den Folgen wird auch eine reelle kontinuierliche Funktion, die
konjugiert symmetrisch ist, als gerade Funktion und eine, die konjugiert anti-
symmetrisch ist, als ungerade Funktion bezeichnet.

Die Symmetrieeigenschaften der Fourier-Transformation sind in der Ta-
belle 2.1 zusammengefafit. Die ersten sechs Eigenschaften gelten fiir eine all-
gemeine komplexe Folge z[n] mit der Fourier-Transformierten X (e’*). Die Ei-
genschaften 1 und 2 werden in Aufgabe 2.29 behandelt. Eigenschaft 3 folgt aus
den Eigenschaften 1 und 2 und der Tatsache, da8 die Fourier-Transformierte
einer Summe aus zwei Folgen mit der Summe ihrer einzelnen Fourier-Transfor-
mierten identisch ist [Linearitat]. Im einzelnen ist die Fourier-Transformierte
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Folge Fourier-Transformierte
x[n] X(e')

1. x*[n] X*e o)

2. x*[—n] X*(e)

3. Re{x[n]} X_(e) (konjugiert-symmetrischer Teil von X (/%))
4. Jm{x[ri]} X, (') (konjugiert-antisymmetrischer Teil von

X (/)
5. x,[n] (konjugiert-symmetrischer Teil X .(e/*)
von x[n])
6. x,[n] (konjugiert-antisymmetrischer  jX;(e/®)
Teil von x[n])
Die folgenden Eigenschaften gelten nur, wenn x[n] reell ist.
7. Jede reelle Folge x[r] X(e°) = X*(e™ ) (Fourier-Transformierte ist
konjugiert-symmetrisch)
8. Jede reelle Folge x[n} X g(e!®) = Xp(e ™) (Realteil ist gerade)
9. Jede reelle Folge x[n] X () = — X (e”*) (Imaginirteil ist
ungerade)

10. Jede reelle Folge x [n] | X(e)| = | X(e™**)| (Betrag ist gerade)
11. Jede reelle Folge x[n] ¥ X(e/”) = — £ X(e™’®) (Phase ist ungerade)
12. x,[n] (gerader Teil von x[n]) X o(¢)
13. xo[n] (ungerader Teil von x[n]) X (&)

Tabelle 2.1 Symmetrieeigenschaften der Fourier-Transformation.

von Re{z[n]} = %(:r[n] + z*[n]) der konjugiert symmetrischen Anteil von
X(e?¥), d.h. X.(e’“). Genauso besitzt jZm{z[n]} = 1/2(z[n] — z*[n]) oder
dquivalent jZm{z[n]} eine Fourier-Transformierte, die nach der Eigenschaft 4
mit dem konjugiert antisymmetrische Anteil X,(e’*) iibereinstimmt. Betrach-
tet man die Fourier-Transformierte von z.[n] und z,[n], welche die konjugiert
symmetrischen und konjugiert antisymmetrischen Anteile von z[n] darstellen,
so ergeben sich unmittelbar die Eigenschaften 5 und 6.

Falls z[n] eine reelle Folge ist, werden diese Symmetrieeigenschaften be-
sonders einfach und dufBerst hilfreich. Im einzelnen ist die Fourier-Transfor-
mierte einer reellen Folge konjugiert symmetrisch, d.h. X(e/¥) = X*(e”/¥)
(Eigenschaft 7). Driickt man X (/) durch seinen Real- und Imaginirteil aus

X(e') = X g(€™) + jX (), (2.136)
so folgen die Eigenschaften 8 und 9

X (/%) = X ple™ ) (2.137a)

und

X (&) = — X (e™ ). (2.137b)
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Mit anderen Worten, der Realteil der Fourier-Transformierten einer reellen
Folge ist eine gerade Funktion und der Imaginérteil eine ungerade Funktion.
Schreibt man X (e?“) in seiner Polardarstellung

X (/) = | X(e}°)| XX, (2.138)

so erhdlt man auf eine dhnliche Art und Weise, da der Amplitudengang
|X(e?*)| der Fourier-Transformierten einer reellen Folgen z[n] eine gerade
Funktion beziiglich w ist und fiir den Phasengang ¥ X(e’*) nur eine ungerade
Funktion in w gewahlt werden kann (Eigenschaften 10 und 11). AuBlerdem
wird bei reellen Folgen der gerade Anteil von z[n] in Xg(e/*) transformiert
und der ungerade Anteil von z[n] in jXj(e’*) (Eigenschaften 12 und 13).

Beispiel 2.20:

Zur Verdeutlichung einiger dieser Eigenschaften betrachten wir nochmals die Folge
aus dem Beispiel 2.16, wo wir zeigten, daB sich die Fourier-Transformierte der reellen
Folge z[n] = a™u[n] ergibt zu

X)) = 1_;ae"" fir |a| < 1. (2.139)

Dann gilt Xty = l__}—?—j; = X(e), (Eigenschaft 7)
Xg(eh) = 1_:%;%0@ = Xgle™ ), (Eigenschaft 8)

X () = ﬁm = —X/(e™), (Eigenschaft 9)

X = e = X (Eigenschaft 10)

X X(e’) = tan"(%lcg;—w—) = — £X(e ). (Eigenschaft 11)

Diese Funktionen sind in Bild 2.21 fiir a > 0 abgebildet, im einzelnen fiir a = 0.9
(durchgezogene Linien) und a = 0.5 (gestrichelte Linien). In der Aufgabe 2.27 wer-
den die entsprechenden Verlaufe fiir a < 0 behandelt.

2.9 Theoreme der Fourier-Transformation

Zusitzlich zu den Symmetrieeigenschaften spiegeln sich auch mehrere andere
Theoreme (siehe Absitze 2.9.1-2.9.7), die bei Folgen giiltig sind, in deren Fou-
rier-Transformierten wider. Wir werden feststellen, dafl diese Theoreme in den
meisten Fillen nahezu identisch sind mit den entsprechenden Theoremen fiir
zeitkontinuierliche Signale und deren Fourier-Transformierten. Um die Theo-
reme leichter angeben zu kénnen, fithren wir folgende Operatorschreibweisen
ein:
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Bild 2.21 Darstellung der Ubertragungsfunktion eines Systems mit der Impulsant-
wort h[n] = a"u[n]. (a) Realteil. (b) Imaginirteil. (c) Amplitudengang.

a >0, Fira
Linien).

0.9 (durchgezogene Linien) und a

0.5 (gestrichelte
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Bild 2.21 (fortgesetzt) (d) Phasengang.

X(e®)y = F{x[n]},
x[n] = F ~1{X()},
x[n] < x(e™).

Dies bedeutet, daB F fiir die Operation: ,, Berechne die Fourier-Transformierte
von z[n]“ und F~! entsprechend fiir die inverse Operation steht. Die meisten
Theoreme werden ohne Beweis angegeben. Zu den Beweisen, welche dem Leser
als Ubung iiberlassen wurden (Aufgabe 2.31), werden im allgemeinen nur ein-
fache Variablen-Modifikationen bei der Summation oder Integration benétigt.
Die Theoreme dieses Abschnittes sind in Tabelle 2.2 zusammengefafBit.

2.9.1 Linearitéat der Fourier-Transformation

Gilt

x,[n] <5 X ()
und

x,[n] <5 X (/)
dann folgt

ax,[n] + bx,[n] «5 aX (e™) + bX (/). (2.140)

2.9.2 Zeit- und Frequenzverschiebung

Ist
x[n] <5 X&),

dann gilt fiir die zeitverschobene Folge
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Folge Fourier-Transformierte
x[n] X(e™)
yin] Y(e*)
1. ax[n] + by[n] aX(e’®) + bY(e/)
2. x{n - ng] (ngist ganzzahlig) e "X (&)
3. &™x[n] X(e®™ o))
4. x[-n) X(e™/*) wenn x[n] reell ist
X*™)
dX(e™*
5. nx[n] j d(w )
6. x[n]*y[n] X(e™)Y ()
7. x[n]y[n] 21—” J’* X(e®)Y(e - Mdo

Parsevalsches Theorem

® 1 [+ .
8 3 Ixnl= 5 J' IX@)? do

R=-o

-] l '
o 3 x[nly*ln}=~ f X(®)Y*e) dos

LR 2n

Tabelle 2.2 Theoreme der Fourier-Transformation.

x[n — ng] <> e~ Jomax (gi)
und fiir die frequenzverschobene Fourier-Transformierte

eonx[n] s X(e/@~9),

2.9.3 Zeitumkehr

Fiir
x[n] <5 X(e™),
ergibt sich fiir die Folge mit Zeitumkehr
x[—n] < X(e75).
Wenn die Folge z[n] reell ist, vereinfacht sich das Theorem zu
x[—n] <& X*(e®).
2.9.4 Differentiation im Frequenzbereich

Gilt
x[n] < X(ei),

(2.141)

(2.142)

(2.143)

(2.144)
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dann ergibt sich fiir die Differentiation im Frequenzbereich

# .dX(e)
nx[n] <= j =5 = (2.145)

2.9.5 Das Parsevalsche Theorem
Mit
x[n] < X(e/),

gilt

° L™
E= Y |x[nlP =ZIJ._“|X(e" )2 do.

n=-ow

(2.146)

Die Funktion | X (e/*)|® wird als Energiedichlespekirum bezeichnet, da sie die
Energieverteilung iiber der Frequenz bestimmt. Natiirlich ist das Energie-
dichtespektrum nur fiir Signale mit einer endlichen Energie definiert. Eine
verallgemeinerte Form des Parsevalschen Theorems wird in Aufgabe 2.34 vor-
gestellt.

2.9.6 Das Faltungstheorem

Gilt
x[n] <& X(e*)

und
h[n] << H(e™)

und ist auflerdem

©

yinl= Y x[kJh[n - k] = x[n]  h[n], (2.147)

k=—o

dann folgt

Y(&°) = X(e")H(e™). (2.148)

Daher zieht eine Faltung von Folgen die Multiplikation der dazugehdrigen
Fourier-Transformierten nach sich. Es ist bemerkenswert, daB die Zeitver-
schiebungseigenschaft ein Spezialfall des Faltungstheorems ist, da

5[n — ng] s o~ Jone (2.149)
und fiir A[n] = §[n — n4] folgt y[n] = z[n] * §[n — ny). Deshalb gilt

H(ejm) = ¢ dond und Y(ej‘") =e """""X(e"").
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Eine formale Herleitung des Faltungstheorems ist einfach dadurch zu er-
reichen, daB man die Definition der Fourier-Transformation auf die Folge y[n],
gemiB Gleichung (2.147), anwendet. Dieses Theorem kann auch als eine direk-
te Folgerung aus der Tatsache interpretiert werden, da komplexe Exponen-
tialfunktionen Eigenfunktionen eines linearen zeitinvarianten Systems sind.
Dazu rufe man sich ins Gedachtnis zuriick, daB H(e/*) die Ubertragungs-
funktion des linearen zeitinvarianten Systems ist, dessen Impulsantwort mit
h[n] bezeichnet wird. Erinnern wir uns auerdem daran, da8 fiir

x[n] = e,
folgt, da
y[n] = H(e/)e'".
Das bedeutet, daB komplexe Exponentialfunktionen Eigenfunkiionen des li-
nearen zeitinvarianten Systems sind, wobei H (¢/*}), die Fourier-Transformierte
von h[n], den Eigenwert darstellt. Mit der Definition der Fourier-Transforma-
tions-Synthesegleichung in Integralform stimmt die Darstellung einer Folge

x[n] mit einer Superposition komplexer Exponentialfunktionen von infitinesi-
maler GroBe tiberein, d. h.

1 [ L 1 . .
_ W\ jon = i _ X eJkAw kAwn A 5
x[n] = 5- J._uX(e’ Jeler doo = lim 27{; (eM8@)gikban A,
Mit der Eigenschaft von Eigenfunktion eines linearen zeitinvarianten Systems
und dem Superpositionsprinzip ergibt sich das Ausgangssignal letztlich zu
1 ; ; 1 (" . L
yin] = lim 5— Y H(eM=)X (eMoo)ehton A = - I H(e®)X(e)ei" do.

Aw—0 <7k

Daher konnen wir schluifolgern, daf
Y(e*) = H()X ("),

was wir auch schon in Gleichung (2.148) erhalten haben.

2.9.7 Das Modulations- oder Fenstertheorem

Ist
x[n]} <5 X (i)

und w[n] ‘L W(e]w)

und gilt auBerdem
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y[n] = x[nIwln], (2.150)

dann folgt hieraus

Y(e®) = 2—11; J.j X(eHW(e~) do. (2.151)

Die Gleichung (2.151) ist eine periodische Faltung, d.h. sie stellt eine Faltung
von zwei periodischen Funktionen dar, wobei sich die Integrationsgrenzen nur
iiber eine Periode erstrecken. Die Dualitat, die den meisten Fourier-Transfor-
mationstheoremen innewohnt, wird deutlich, wenn man das Faltungs- und das
Modulationstheorem gegeniiberstellt. Im Gegensatz zu dem zeitkontinuierli-
chen Fall, wo die Dualitat vollstandig ist, ergeben sich im zeitdiskreten Fall
jedoch grundlegende Unterschiede, da die Fourier-Transformation durch eine
Summe beschrieben wird, wahrend die Riicktransformation ein Integral mit
einem periodischen Integranden ist. Obgleich wir fiir den zeitkontinuierlichen
Fall feststellen konnen, dafi die Faltung im Zeitbereich einer Multiplikation
im Frequenzbereich entspricht und umgekehrt, muf§ diese Aussage fiir den
zeitdiskreten Fall etwas modifiziert werden. Im einzelnen ist die zeitdiskrete
Faltung von Folgen (Faltungssumme) dquivalent zur Multiplikation der zu-
gehorigen periodischen Fourier-Transformierten, und die Multiplikation von
Folgen korrespondiert mit der periodischen Faltung der dazugehorigen Fou-
rier-Transformierten.

Die Theoreme dieses Abschnittes und eine Reihe wichtiger Fourier-Trans-
formationspaare sind in den Tabellen 2.2 bzw. 2.3 zusammengefait. Ein An-
wendungsgebiet in dem sich die Kenntnis der Theoreme und Eigenschaften der
Fourier-Transformation als niitzlich erweisen, ist die Bestimmung der Fourier-
Transformierten bzw. Riicktransformierten. Oft ist es mit Hilfe der Theoreme
und bekannter Transformationspaare méglich, eine Folge in dem Sinne dar-
zustellen, daB sie mittels Operationen auf einer anderen Folge beschrieben
wird, deren Transformierte bereits bekannt ist. Dadurch kann eine Vereinfa-
chung einer sonst schwierigen und aufwendigen Aufgabe erreicht werden. Die
Beispiele 2.21-2.24 werden dies verdeutlichen.

Beispiel 2.21:

Es sei z[n] = a™u[n — 5]. Diese Folge kann ibergefiihrt werden in

x[n] = a®a* " %u[n — 5]. (2.152)

Unter Verwendung der Theoreme 1 und 2 aus der Tabelle 2.2 und dem Transforma-
tionspaar 4 aus der Tabelle 2.3 erhalten wir

N a’e""’”
X =1 (2.153)
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Folge

Fourier-Transformierte

1. 6[n}
2. 8[n — ny)

3.1 ('—oo <n< o)
4. a"u[n] (lat<l)
5. u[n]

6. (n + Da"u[n] (la| <)

rsin @, (n + 1)

7.
i) (ri<D
g sin @,n
nn
1, o0<n<M
9. x[n] = {0, sonst
10. giwon

11. cos(won + ¢)

1

e~ Jomo

Y. 2ré(w + 2xk)

k=-m

1

1—-ge™’®
l @
1= + “:z_:mn&(w + 2nk)
1
(1 — ae~1v)?
1
1 —2rcosw,e™ + rle~ /%@
o I,  Jol<aw,
X(e’)_{o, o.<|lwl<n
sinfa{M + 1)/2] - JoMi2
sin{w/2)
Y 2n8(w — w, + 2k)
k=-o

n Y [e8w — wy + 2nk) + e ®(w + wq + 27k)]

k=—-w©

Tabelle 2.3 Fourier-Transformationspaare.
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Beispiel 2.22:

Gehen Sie davon aus, daf

1
(1 = ae X1 — be )’ (2-154)

Setzt man X (e’*) unmittelbar in Gleichung (2.112) ein, so fiihrt dies auf ein Integral,
das, bei Verwendung von reellen Integrationstechniken, nur schwer zu berechnen ist.
Benutzt man die Partialbruchzerlegung, die wir in Kapitel 4 genauer untersuchen
werden, so entsteht indessen ein Ausdruck der Form

X(e) =

o affa—b) bf{a—b)
X&) =™ 1= (2.155)

Mit Hilfe des 1. Theorems aus der Tabelle 2.2 und dem Transformationspaar 4 der
Tabelle 2.3 ergibt sich schlieBlich

a b )
x[n] = (a — b)a u[n] — (‘T_—b>b ufn]. (2.156)

Beispiel 2.23:

Gegeben sei die Fourier-Transformierte

] ¢~ Jona w, < |w| <,
X&) =
0. |of < (2-157)

die selbstverstindlich eine Periodendauer von 27 besitzt. Diese Fourier-Transfor-
mierte 1aBt sich ausdriicken durch

X(e) = e74"(1 — R(e’)),
wobei R(e’“) mit der Periode 27 periodisch ist und

L ol <e,

R(&®) =
€ {0, o, <|o|<n

Um die Riicktransformierte von R(e’*) zu bestimmen, verwenden wir das Ergebnis
aus Beispiel 2.17. Zusammen mit den Eigenschaften 1 und 2 der Tabelle 2.2 ergibt
sich fiir z[n]

x{n] = é[n — nJ — r[n — n,]
sin w(n — n,)

= e

Beispiel 2.24:

Wir mdchten die Impulsantwort eines linearen zeitinvarianten Systems bestimmen,
fiir welches das Eingangssignal z[n) und das Ausgangssignal y[n] die folgende lineare
Differenzengleichung mit konstanten Koeffizienten erfiillen:
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yIn] — 4yn — 11 = x[n] — dx[n - 1]. (2.158)

In Kapitel 5 werden wir feststellen, dal es bei linearen Differenzengleichungen sinn-
voller ist, die z-Transformation statt der Fourier-Transformation zu benutzen. Trotz-
dem liefert dieses Beispiel einen Hinweis auf die Niitzlichkeit von Transformations-
methoden zur Analyse von linearen Systemen. Um die Impulsantwort h[r] zu be-
stimmen, setzen wir z[n] = §[n] und erhalten aus Gleichung (2.158)

h[n] — Yh(n — 1] = 8[n] — 36[n — 11. (2.159)

Wenden wir die Fourier-Transformation auf beide Seiten von Gleichung (2.159) an
und benutzen wir die Eigenschaften 1 und 2 aus der Tabelle 2.2, so erhalten wir

H(e) — e~ H(elw) = 1 — Le~ o (2.160)
oder
~ lo=io
H(e™) = l;e_.
1 —lgJo
i (2.161)

Um h[n] zu bestimmen, miissen wir die Fourier-Riicktransformierte von H{(e’“) be-
rechnen. Mit diesem Ziel vor Augen, schreiben wir die Gleichung (2.161) um zu

1 tem o
femlo 1 —dem (2.162)

H(e") = —
Mit dem 4. Transformationspaar der Tabelle 2.3 folgt dann
A, ’ l
®ruln} — T

Benutzen wir diese Transformation zusammen mit der Eigenschaft 3 aus der Tabel-
le 2.2, so ergibt sich

- 2
- Lpp—~1]5 - £
G tufn—1] —lc 7o (2.163)
Basierend auf der Eigenschaft 1 der Tabelle 2.2 folgt dann schliefilich
h[n] = 3Yuln] — (DA 'un - 1. (2.164)

2.10 Zeitdiskrete Zufallssignale

Die vorherigen Abschnitte befaBiten sich mit der mathematischen Darstellung
von zeitdiskreten Signalen und Systemen und den Schlufifolgerungen, die sich
aufgrund solcher mathematischen Darstellungen ergeben. Wir haben gezeigt,
daB zeitdiskrete Signale und Systeme sowohl eine Zeitbereichs- als auch eine
Frequenzbereichsdarstellung besitzen, wobei beide eine wichtige Aufgabe in
der Theorie und dem Entwurf von zeitdiskreten Systemen zur Signalverarbei-
tung iibernehmen. Bisher nahmen wir immer an, daB die Signale determini-
stisch sind, d. h. jeder Wert einer Folge ist durch einen mathematischen Aus-
druck, einer Datentabelle oder durch eine andere GesetzmaBigkeit vollstandig
bestimmt.
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In vielen Fillen ist der ProzeB, der das Signal erzeugt, so komplex, da8 ei-
ne exakte Beschreibung des Signals extrem schwierig oder unerwiinscht, wenn
nicht sogar ganz unmdoglich ist. In solchen Fillen ist es unerlaflich, das Si-
gnal durch einen stochastischen ProzeB zu modellieren. Beispiclsweise wer-
den wir in Kapitel 6 sehen, da8 eine Vielzahl von Effekten, die uns bei der
Implementierung von digitalen Signalverarbeitungsalgorithmen mit endlicher
Registerlange begegnen werden, als additives Rauschen dargestellt werden
konnen, d. h. als eine stochastische Folge. Viele mechanische Systeme erzeu-
gen akustische oder vibratorische Signale, die ausgewertet werden konnen,
um friihzeitig mdgliche Fehler festzustellen; auch diese Signale werden oft am
besten durch stochastische Signale modelliert. Sprachsignale, die zur automa-
tischen Spracherkennung oder einer Bandbreitereduktion aufbereitet werden
und Musiksignale, die zur Qualitatserh6hung besonders prapariert werden,
sind nur zwei weitere Beispiele aus vielen.

Ein stochastisches Signal betrachten wir als eine Musterfunktion aus ei-
nem Essemble zeitdiskreter Signale, die durch einen Satz von Wahrscheinlich-
keitsdichtefunktionen beschrieben werden. Mit anderen Worten unterliegt ein
spezielles Signal zu einer bestimmten Zeit, einer Amplitudenverteilung, die
durch ein zugrunde liegendes Wahrscheinlichkeitssystem bestimmt ist.

Der Schliissel zur mathematischen Darstellung solcher Signale liegt in de-
ren Beschreibung im Sinne von Momenten (Durchschnittswerten). Auch wenn
stochastische Signale weder absolut summierbar noch quadratisch summierbar
sind und folglich auch deren direkten Fourier-Transformierten nicht existie-
ren, so lassen sich viele (wenn auch nicht alle) Eigenschaften dieser Signale mit
Hilfe der Autokorrelations- oder Autokovarianzfolge beschreiben, fiir die die
Fourier-Transformierten sehr hidufig existieren. Wie wir in diesern Abschnitt
erortern werden, ergibt sich fiir die Fourier-Transformierte der Autokovarianz-
folge eine hilfreiche Interpretation als Verteilung der Signalleistung iiber der
Frequenz. Die Verwendung der Autokovarianzfolge und ihrer Transformierten
hat einen weiteren wichtigen Vorteil: Die Auswirkungen einer Verarbeitung ei-
nes stochastischen Signals mit Hilfe eines zeitdiskreten linearen Systems 138t
sich bequem iiber die Auswirkungen des Systems auf die Autokovarianzfolge
beschreiben.

Im weiteren gehen wir davon aus, daB der Leser mit den Grundbegrif-
fen stochastischer Systeme wie einfache und zentrale Momente, Korrelations-
und Kovarianzfunktion und dem Leistungsdichtespektrum vertraut ist. Einen
kurzen Uberblick und eine Zusammenfassung der Notation und der Grundbe-
griffe befinden sich im Anhang A. Eine ausfiihrliche Behandlung der Theorie
der Zufallssignale ist in verschiedenen, sehr guten Texten nachzulesen; z. B.
in Davenport (1970) und Papoulis (1984). Unser vorrangiges Ziel in diesem
Abschnitt ist es, einen spezifizierten Satz von Ergebnissen vorzustellen, der
zur Darstellung von stochastischen Signalen in den spateren Kapiteln benutzt
wird. Deshalb betrachten wir zunéchst schwach stationare Zufallssignale und
deren Darstellung im Zusammenhang mit einer Verarbeitung in einem linea-
ren zeitinvarianten System. Obwohl wir zur Vereinfachung annehmen, daf
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z[n] und A[n] reelle Folgen sind, lassen sich die Ergebnisse recht einfach auf
den komplexen Fall erweitern.

Zunichst betrachten wir ein stabiles zeitinvariantes System mit der Im-
pulsantwort h[n]. z[n] sei eine reellwertige Folge, die eine Musterfolge eines
schwach stationiren zeitdiskreten Zufallsprozesses sei. Dann ist das Ausgangs-
signal des linearen Systems eine Musterfunktion des Ausgangszufallsprozesses,
die mit dem Eingangsproze8 iiber die folgende lineare Transformation verbun-
den ist:

y[n] = i h[n — k]x[k] = i h[k]x[n — k].

k=—-a k= —o0

Da das System stabil ist, muB y[n] beschrinkt sein, sofern z[n] beschrankt
ist. Wir werden im Laufe dieses Abschnittes zeigen, daB ein stationirer!
Eingangsprozel einen stationdren Ausgangsprozefl erzeugt. Das Eingangssi-
gnal konnte durch seinen Mittelwert m, und seiner Autokorrelationsfunktion
¢zz[m] charakterisiert sein, oder wir besitzen zusitzliche Informationen iiber
die Wahrscheinlichkeitsverteilungen erster oder sogar zweiter Ordnung. Zur
Beschreibung des Ausgangszufallsprozesses y[n] bendtigen wir dhnliche Infor-
mationen. In vielen Anwendungsfillen reicht es aus, sowohl den Ein- wie auch
den Ausgangsprozefl mit einfachen Momenten, wie dem Mittelwert, der Vari-
anz und der Autokorrelationsfunktion, zu beschreiben. Deshalb werden wir die
Beziehungen zwischen dem Ein- und Ausgang fiir dieser Groflen berechnen.

Die ersten Momente, d.h. der lineare Mittelwert von Ein- und Aus-
gangsprozef}, lauten

m, =&{x,}, m, =&y} (2.165)

wobei £{-} die Notation fiir den Erwartungswert ist. Zur Vereinfachung der
Notation werden wir nicht allzu sorgfiltig in der Unterscheidung zwischen
Zufallsvariablen x,, und y,, und ihren Werten z[n] und y[n] sein, so da Glei-
chung (2.165) alternativ auch folgendermaBen formuliert werden konnte:

mn] = &{x[n]},  m,[n]=&{ylnl}. (2.166)

Ist z[n] stationar, dann ist m.[n] unabhangig von n und wird als m, geschrie-
ben; mit einer entsprechenden Notation folgt fiir my[n] dann my, falls y[n]
stationdr ist.

Der Mittelwert des Ausgangsprozesses ergibt sich zu

my(n] = &{y(n]} = ¥ h{kI&{x[n — k1},
k=—aw
wobei wir die Tatsache ausgenutzt haben, daB der Erwartungswert einer Sum-
me mit der Summe der Erwartungswerte identisch ist. Da der Eingangsprozef8
stationar ist, gilt mz[n — k] = m_ und folglich

t Im folgenden verwenden wir den Begrifl stationér und meinen damit inuner , schwach
stationdr“.
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= h[k].
mln]=m, 3 A (2.167)
Der Gleichung (2.167) kénnen wir entnehmen, dafl der Mittelwert des Aus-
gangsprozesses ebenfalls konstant ist. Ein zu Gleichung (2.167) dquivalenter
Ausdruck in Abhéngigkeit von der Ubertragungsfunktion lautet

m, = H(e%)m,. (2.168)

Nehmen wir voriibergehend an, dafl der AusgangsprozeB instationér sei,
dann ergibt sich die Autokorrelationsfunktion des Ausgangsprozesses fiir einen
reellen EingangsprozeB zu

é,,[n n+ m] = &{y[n]yln + ml}

k=—wr=-w

= é"{ i i h[k1h{rix[n — kIx[n + m — r]}

= Y h[k] Y. h[r1&{x[n — kIx[n + m —r]}.
k=—-ow r=-w
Da z[n] als stationir angenommen wird, hingt der Erwartungswert & {z[n— k]
z[n + m — r]} nur von der Zeitdifferenz m + k — r ab. Deshalb gilt

dy[nn+m]= k;_ wh[k]'=z_rh[r]¢xx[m +k—r}=¢,[m]. (2.169)
Dies bedeutet, daB die ausgangsseitige Autokorrelationsfolge nur von der Zeit-
differenz m abhéngt. Infolgedessen ist der Ausgangsprozef eines linearen zeit-
invarianten Systems, das mit einen schwach stationiren Eingangsprozef an-
geregt wird, selbst schwach stationar.
Mit der Substitution { = r — k kann die Gleichung (2.169) geschrieben
werden als

b, ={§ bulm =21 HKINLL + K]

== k=—-mo

= 3 L1,
3 budm - 21l0) .170

wobei wir folgende Definition benutzen: N

/] k=z_mh[k]h[/+ k]. (2.171)

Eine Folge mit der Gestalt von c[l] wird oft als aperiodische Autokorrela-
tionsfolge oder einfach als I'mpulskorrelationsfolge von hin] bezeichnet. Es wird
noch einmal ausdriicklich darauf hingewiesen, da8 c[l] die Autokorrelations-
folge einer aperiodischen Folge, d. h. einer Folge mit endlicher Energie, ist und
sie sollte nicht mit der Autokorrelationsfolge einer Sequenz mit unendlicher
Energie verwechselt werden. In der Tat ist zu erkennen, daB ¢[{] einfach aus der
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diskreten Faltung von h[n] mit h{—n] berechnet wird. Die Gleichung (2.170)
kann dann interpretiert werden, indem man sich vorstellt, daB die Autokorre-
lationsfolge des Ausgangssignals eines linearen Systems mit der Faltung der
Eingangsautokorrelationsfolge und der Impulskorrelationsfolge des Systems
iibereinstimmt.

Die Gleichung (2.170) legt es nahe, daBl die Fourier-Transformation zur
Beschreibung der Antwort eines linearen zeitinvarianten Systems auf stocha-
stische EingangsprozeB sehr niitzlich ist. Zur Vereinfachung nehmen wir an,
daB die Folge z[n] mittelwertfrei ist, d.h. m; = 0; daraus folgt, daB die
Autokorrelations- und Autokovarianzfolge identisch sind. Wir erhalten dann
mit Hilfe von ®,.(e/%), ®y,(e/*) und C(e/*) als den Fourier-Transformierten
von ¢zz[m], ¢yy[m] bzw. c[l] aus Gleichung (2.170)

' D,,(e") = C(e™)D,. (/). (2.172)
Genauso erhalten wir aus Gleichung (2.171)
C(e®) = H(*)H* (&)
= [H(E™)P,
und somit
®,,(e”) = |H(e")*®,(e"). (2.173)

Die Gleichung (2.173) liefert den Grund fiir die Bezeichnung Leistungsdichte-
spektrum. Im einzelnen folgt hieraus

l =
I = 6,01 = 5 [ 0,00 do (2.174)

= mittlere Gesamtleistung des Ausgangssignals.

Setzen wir Gleichung (2.173) in Gleichung (2.174) ein, so erhalten wir

) = 01 =5, [ HE 0 do (2.175)

Rechnen Sie damit, da H(e/*) ein ideales BandpaSfilter ist, siche Bild 2.18(c).
Wir wissen, dal.¢.;[m] eine gerade Folge ist, d.h.

D, (1) = Dy(e™ ).

Auch |H(e/*)|? ist eine gerade Funktion beziiglich w. Deshalb konnen wir
schreiben

$yy[0] = mittlere Leistung des Ausgangssignals.

1 J. "0, () do + i J o) do.

(2.176)
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Daher kann die Fliche unter ®,.(¢’*) in den Intervallen w, < |w| < wp be-
nutzt werden, um den quadratischen Mittelwert des Eingangssignals in diesem
Frequenzband zu beschreiben. Wir stellen fest, daBl die Ausgangsleistung nie
negativ sein kann, also gilt
lim ¢,,[0]>0.
(wp ~wa) >0

Dieses Ergebnis fiihrt zusammen mit der Gleichung (2.176) zu dem Schlu8,
da8

D.(w) 2 0. (2.177)

Wir merken uns, dal das Leistungsdichtespektrum eines reellen Signals immer
reell, gerade und nie negativ ist.

Ein weiteres wichtiges Ergebnis ergibt sich aus der Kreuzkorrelation zwi-
schen der Ein- und Ausgangsfolge eines linearen zeitinvarianten Systems

¢y[m] = E{x[n]yln + m1}
= &{x[n] i h[k]x[n + m — k]}

k= -

= ;- h k xx! _k .
3 HKIm k] (2178

In diesemn Fall erkennen wir, daB sich die Kreuzkorrelation zwischen der Ein-
und Ausgangsfolge aus der Faltung der Impulsantwort mit der Eingangsauto-
korrelationsfolge ergibt.

Die Fourier-Transformierte der Gleichung (2.178) lautet

D, (™) = H(/*)P, (™). (2.179)

Dieses Ergebnis fiihrt auf eine duBerst niitzliche Anwendung, wenn am Ein-

gang weiles Rauschen anliegt; d.h. ¢.-[m] = ¢26[m]. Indem wir dies in Glei-
chung (2.176) einsetzen, erhalten wir

¢z [m] = oZh[m], (2.180)

d.h. die Kreuzkorrelation zwischen der Ein- und Ausgangsfolge eines linearen
Systems ist fiir ein mittelwertfreies weiles Rauschen am Eingang proportional
zur Impulsantwort des Systems. Auf eine analoge Weise erhalten wir fiir das
Leistungsdichtespektrum eines weifl rauschenden Eingangssignals

o, () =0, -m<o<m (2.181)
Somit folgt aus Gleichung (2.179)

@,,(¢/) = aZH(), (2.182)

d.h. das Kreuzleistungsdichtespektrum ist in diesem Fall proportional zur
Ubertragungsfunktion des Systems. Daher kdnnen die Gleichungen (2.180)
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und (2.182) dazu benutzt werden, um die Impulsantwort bzw. die Uber-
tragungsfunktion eines linearen zeitinvarianten Systems zu schitzen, falls es
moglich ist, den Ausgangsproze bei Anregung mit weiflem Rauschen zu mes-
sen.

2.11 Zusammenfassung

In diesem Kapitel haben wir eine Reihe von grundlegenden Definitionen im
Bezug auf zeitdiskrete Signale und Systeme erdrtert. Wir betrachteten die
Definition eines Satzes von Grundfolgen, die Definition und Darstellung von
linearen zeitinvarianten Systemen in Abhangigkeit von der Faltungssumme
und einige Folgerungen aus der Stabilitdat und Kausalitat. Fiir die Klasse von
Systemen, fiir die das Ein- und Ausgangssignal eine lineare Differenzenglei-
chung mit konstanten Koeflizienten erfiillen, bei der vom Anfangsruhezustand
ausgegangen wird, wurde gezeigt, daB sie eine wichtige Untergruppe der linea-
ren zeitinvarianten Systeme ist. Die rekursive Losung solcher Differenzenglei-
chungen wurde diskutiert und die Klasse der FIR- und IIR-Systeme definiert.

Ein wichtiges Hilfsmittel zur Analyse und Darstellung linearer zeitin-
varianter Systeme besteht in deren Frequenzbereichsdarstellung. Die Antwort
eines Systems auf eine komplexe exponentielle Eingangsfunktion wurde unter-
sucht, was zu der Definition der Ubertragungsfunktion fiihrte. Die Beziehung
zwischen der Impulsantwort und der Ubertragungsfunktion wurde dann als
ein Fourier-Transformationspaar interpretiert.

Die Eigenschaften der Fourier-Darstellungen wurden sehr ausfiihrlich be-
handelt und eine Reihe von niitzlichen Fourier-Transformationspaaren vorge-
stellt. In den Tabellen 2.1 und 2.2 sind die Eigenschaften bzw. Theoreme zu-
sammengefafit, und die Tabelle 2.2 enthélt einige niitzliche Fourier-Transfor-
mationspaare.

Das Kapitel schlieBt mit einer Einfiihrung von zeitdiskreten Zufallssi-
gnalen. Diese grundlegenden Ideen und Ergebnisse hierzu werden in spateren
Kapiteln benutzt und dort weiterentwickelt.

Auch wenn der-Inhalt dieses Kapitel erarbeitet wurde, ohne sich direkt
auf zeitkontinuierliche Signale zu beziehen, entsteht eine sehr wichtige Auf-
gabenklasse der zeitdiskreten Signalverarbeitung durch die Abtastung solcher
Signale. Dementsprechend behandeln wir im Kapitel 3 die Beziehungen zwi-
schen zeitkontinuierlichen Signalen und Folgen, die durch eine periodische
Abtastung erhalten werden.

Aufgaben

2.1:  Betrachtet sei ein beliebiges lineares System mit einer Eingangsfolge
z[n] und der Ausgangsfolge y[n]. Zeigen Sie, daB y[n] fiir alle n Null ist, falls
z{n] = 0 fiir alle n gilt.
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2.2:  Zeigen Sie mit Hilfe der Definition der Linearitit (Gleichungen (2.25)),
daB sowohl das ideale Verzdgerungssystem (Beispiel 2.1) als auch das Kurz-
zeitmittelwertsystem lineare Systeme sind.

2.3:  Untersuchen Sie jedes der folgenden Systeme auf die Eigenschaften:
(1) Stabilitit, (2) Kausalitat, (3) Linearitit, (4) Zeitinvarianz und auf (5) Ge-
déchtnislosigkeit.

(a) T(z[n]) = g[n)z[n] fiir ein gegebenes g[n]

(b) T(z[n]) = Fy=n, =lk)

(e) T(a[n]) = 420, #[K]

(d) T(z[n]) = z[n — ne)

(e) T(z[n]) = e=l]

(f) T(z[n]) = az{n} + b

(8) T(z[n]) = z[-n]

(h) T(z[n]) = z[n] + 3u[n + 1]

2.4: Uber das System in Bild A2.4 ist bekannt, daB es zeitinvariant,ist.

Wenn am Eingang des Systems die Signale: z1[n}, z2[n] oder z3[n] anliegen,
so erhilt man die Systemantworten: y;[n], y2[n] bzw. y3[n], siche Bild A2.4.

x4 {n) 3 vn
2 — T L> 12 ‘
Il |

o

-

3
o
-
N
w
3

Xy (n) 3 ¥yin)

01 2 3 4 n -2 -1 0 n

Bild A2.4

(a) Stellen Sie fest, ob das System T linear sein kann.

(b) Welche Systemantwort y[n] ergibt sich, wenn am Eingang des Systems
T die Folge §[n] anliegt?

(c) Bestimmen Sie alle méglichen Eingangsfolgen z[n], fiir die die Antwor-
ten des Systems T ausschlieBlich mit den angegebenen Informationen
berechnet werden kénnen.
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2.5: Das System L aus Bild A2.5 sei linear. Gezeigt werden drei Ausgangs-
folgen: y;[n], y2[n] und ys[n], welches die Antworten auf die Eingangsfolgen:
z1(n], z2[n] bzw. z3[n] darstellen.

%y [n)
-1 ! 1
L
0 n
-2 -2
Kz(n)
am
—] L e
0 n
-2
x5 [n] s y,{n}
1 @91
—Q—H—I—L4— — L f—
0 1 n
Bild A2.5

(a) Stellen Sie fest, ob das System L zeitinvariant sein kann.

(b) Welche Systemantwort y[n] ergibt sich, wenn am Eingang des Systems
L die Folge é[n] anliegt?

2.6:  Fiir jedes Folgenpaar aus Bild A2.6 ist mit Hilfe der diskreten Faltung
die Systemantwort des linearen zeitinvarianten Systems mit Impulsantwort
h[n] auf die Eingangsfolge z[n] zu bestimmen.

2.7: Das Bild A2.7 zeigt die Impulsantwort eines linearen zeitinvarian-
ten Systems. Bestimmen Sie die Antwort des Systems auf die Eingangsfolge
z[n] = u[n — 4] und skizzieren Sie diese moglichst genau.

2.8:  Betrachtet sei ein zeitdiskretes, lineares zeitinvariantes System mit der
Impulsantwort h[n]. Zeigen Sie, da die Ausgangsfolge y[n] eine periodische
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x[n] 2 hn)

(b}
x{n} hin)
1 1
~1012345 n 01.2345678910 12 14 16 n
{c}
x[n) : ’ hin]

{d)

Bild A2.6

hin)

Bild A2.7
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Folge mit der Periodendauer N ist, falls die Eingangsfolge z[n] mit der Periode
N periodisch ist, d. b. z[n] = z[n + N].

2.9:  Ein lineares zeitinvariantes System besitzt die Impulsantwort

1, n>0,
Hm =10 n<o

= u[n].

Bestimmen Sie die Antwort dieses Systems auf die Eingangsfolge z[n] aus
Bild A2.9, die folgendermafBen beschrieben werden kann:

0, n<0,
a, 0<n<N,,
x[n] =10, Ny<n<N,, O<a<!
a M N,sn<N,+N,,
0, N,+N,<n

x(n]

Bild A2.9

2.10: (a) Uber die Impulsantwort eines linearen zeitinvarianten Systems
ist bekannt, daB sie aufierhalb des Intervalls Nyp < n < N identisch
Null ist. Die Eingangsfolge z[n] verschwindet auBlerhalb des Intervalls
N; < n < N3. Als Ergebnis wird eine Folge erwartet, die auBerhalb des
Intervalls Ny < n < N;s keine von Null verschiedenen Werte enthilt.
Bestimmen Sie N4 und N5 in Abhédngigkeit von Ng, Ny, N2 und Nj.

(b) Wieviele aufeinanderfolgende Werte von y[n] konnen maximal ungleich
Null sein, wenn z[n] abgesehen von N aufeinanderfolgenden Punkten
verschwindet und hk[n] nur fir M aufeinanderfolgende Werte ungleich
Null ist?

2.11: Bestimmen Sie mit Hilfe der direkten Berechnung der Faltungssumme
die Sprungantwort des linearen zeitinvarianten Systems, dessen Impulsantwort
h[n] gegeben ist durch

h[n] = a™"u[—n]}, O<a<l.
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2.12: Die Kausalitit eines Systems wurde in Absatz 2.2.4 definiert. Zeigen
Sie mit Hilfe dieser Definition, daB die Kausalitit bei einem linearen zeitin-
varianten System erzwingt, daB die Impulsantwort fiir n < 0 verschwindet.
Ein Lésungsweg besteht darin, zu zeigen, dafi das System nicht kausal sein
kann, wenn h[n] fiir n < 0 ungleick Null ist und daB es zwangsliufig kausal
sein mufB, wenn die Impulsantwort fiir n < 0 verschwindet.

2.13: In Abschnitt 2.5 haben wir festgestellt, dafl die Losung einer homoge-
nen Differenzengleichung

N
Zonln =kl =0 (A2.13 - 1)
von der folgenden Form ist:
N
nrl= A (A2.13-2)

wobei die A, beliebig gewahlt werden kdnnen und die z,, die N Nullstellen
des nachstehenden Polynoms sind:

N ¢

5 et =0, (A2.13 - 3)
d.h. e
x 13 w 1
*= 1- .
o= I - 2w (A2.13 - 4)
(a) Bestimmen Sie die allgemeine Form der homogenen Lésung zu der Dif-
ferenzengleichung

y(n] —3yln — 1]+ dyln - 2] = 2x[n — 1] (A2.13-5)

(b) Bestimmen Sie mit den Randbedingungen y[—1]) = 1 und y[0] = 0 die
Koeflizienten A,, der homogenen Losung.

(c) Nun betrachten wir die Differenzengleichung

yin] = yn = 11+ dyln — 21 = 2x[n — 11, (A2.13—6)

Zeigen Sie, daB die Randbedingungen y[—1] = 1 und y[0]=0 nicht erfiillt
werden konnen, wenn sich die homogene Lésung nur aus Termen der
Form nach Gleichung (A2.13-2) zusammensetzt.

(d) Kommen in der Gleichung (A2.13-3) zwei gleiche Nullstellen vor, dann
mu8 fiir y;,[n] anstelle von Gleichung (A2.13-2) folgende Form angesetzt
werden:
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N-1
= A,z + nB,z%,
nin] 'El no,z, (A2.l3 _ 7)

wobei wir angenommen haben, dal z; die doppelte Nullstelle ist. Be-
stimmen Sie unter Verwendung von Gleichung (A2.13-7) die allgemeine
Form von y,[n] fiir die Differenzengleichung (A2.13-6). Uberpriifen Sie
explizit, ob die von Ihnen bestimmte Lsung die Gleichung (A2.13-6) mit
z[n] = 0 erfiillt.

(e) Bestimmen Sie die Koeffizienten A; und B; der homogenen Losung, die
Sie im Aufgabenteil (d) erhalten haben, wenn y[—1] = 1 und y[0] = 0
gilt.

2.14: Gegeben sei die folgende lineare Differenzengleichung mit konstanten
Koeffizienten:

yn) = 3yln — 11+ $yln ~ 2] = 2x[n — 1].
Bestimmen Sie y[n], wenn z[n] = 6[n] und y[n] = 0 fiir n < 0 gilt.

2.15: Betrachtet sei ein System mit der Eingangsfolge z[n] und der Aus-
gangsfolge y[n], die der folgenden Differenzengleichung geniigen:

y[n] = ny[n — 1] + x[n].

Das System ist kausal und befindet sich im Anfangsruhezustand; d.h. , falls
z[n] = 0 fiir n < ng ist, dann wird y[n] = 0 fiir n < n,.

(a) Bestimmen Sie fiir z[n] = §[n] die Folge y[n] fiir alle n.

(b) Ist das System linear? Begriinden Sie Ihre Antwort.

(c) Ist das System zeitinvariant? Begriinden Sie Ihre Antwort.

2.16: Betrachtet sei-ein System mit der Eingangsfolge z[n] und der Aus-

gangsfolge y[n]. Die Ein-Ausgangsbeziehung des Systems ist durch die beiden
folgenden Eigenschaften definiert:

L y[n] — ay[n — 1] = x{n]

2. y[0] =1

(a) Stellen Sie fest, ob das System zeitinvariant ist.
(b) Stellen Sie fest, ob das System linear ist.

(¢) Nehmen Sie an, daB die Differenzengleichung (die erste Eigenschaft) wei-
- terhin giiltig ist, aber der Wert fiir y[0] nun auf Null gesetzt wird. Be-
einfluBt dies Thre Antworten zum Teil (a) oder (b)?
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2.17: Ein kausales zeitinvariantes Systemn wird durch folgende Differenzen-
gleichung beschrieben:

y[n] — Sy[n — 1] + 6y[n — 2] = 2x[n — 1].

(a) Bestimmen Sie die homogene Losung des Systems, d.h. die méglichen
Ausgangsfolgen, wenn z[n] = 0 fiir alle n gilt.

{b) Bestimmen Sie die Impulsantwort des Systems.
(c) Bestimmen Sie die Sprungantwort des Systems.
2.18: (a) Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion H(e’*) des linearen und

zeitinvarianten Systems, dessen Ein- und Ausgangsfolgen die nachstehen-
de Differenzengleichung erfiillen:

yn] — 4yln — 13 = x[n] + 2x[n — 1] + x[n - 2].

(b) Bestimmen Sie eine Differenzengleichung, die das System charakterisiert,
dessen Ubertragungsfunktion gegeben ist durch

1—4ei® 4 g7 83®

S v v v

2.19: Welches der folgenden zeitdiskreten Signale konnte eine Eigenfunktion
irgendeines stabilen LTI-Systems sein?

(a) 5"uln]

(b) ejzum

(c) ej“"+cj2‘“"
(d) 5"

(e) 5n. ej2wn

2.20: Gegeben sei das lineare zeitinvariante System mit der Impulsantwort

h[n] = (‘%).u[n], wobei j = /=1

Bestimmen Sie die eingeschwungene Systemantwort, d.h. die Antwort des
Systems bei grolen n, fiir die Anregung

x[n} = cos(an)u[n].

2.21: Die drei Systeme A, B und C besitzen die Ein- und Ausgangssigna-
le, die in Bild A2.21 angegeben sind. Stellen Sie fest, ob jedes System linear
und zeitinvariant sein kénnte. Falls Sie mit ,)a“ antworten, ist explizit anzuge-
ben, ob das gegebene Ein-/Ausgangspaar vom mehr als nur einen LTI-System
erfiillt werden kénnte. Erklaren Sie lhre Antwort ausfiihrlich.
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——{ SystemA }——
3 e

System B t———p
"8y([n) 2ei®y(n)

———{ SystemC |——
elva 2eive

Bild A2.21

2.22: In einem nichtlinearen System nach Bild A2.22 ergibt sich der Ausgang

M zu
10 ll
Y (5) x*[n — K]},

k=0

M = max

wobei |- | die Betragsbildung darstellt. Da M mit dem maximalen Wert iiber
der Zeit (d.h. fiir alle n) iibereinstimmt, ist M konstant.

Nehmen Sie an, daB z[n] eine komplexe Exponentialfunktion der Form z[n] =
e#“o" ist. Fiir verschiedene Werte von wy ergibt sich ein anderer Wert fiir M;
d.h. fiir diese Klasse von Eingangsfolgen ist M eine Funktion von wg, was
durch die Notation M (wo) beriicksichtigt wird.

Geben Sie an, ob M (w) beziiglich wy periodisch ist und bestimmen Sie gege-
benenfalls die Periode.

Nichtlineares >
jwon System

x[n}=e

Bild A2.22

2.23: Ein lineares zeitinvariantes System besitzt die Ubertragungsfunktion

2n (3

- ju3 2

it l“’l<16<2)'
H(e™) =

2r (3
Die Eingangsfolge des Systems sei eine periodische Dirac-Impulsfolge mit der
Periode N = 16; d.h. ,

x[n] = i o[n + 16k].

k= -—o
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Bestimmen Sie die Ausgangsfolge des Systems.

2.24: Die erste Vorwdrtsdifferenzist eine hiaufig verwendete, mathematische
Operation, die definiert ist durch

y[n] = V(x[n]) = x[n] — x[n — 1],

wobei z[n] die Eingangsfolge und y[n] die Ausgangsfolge des ersten Vorwirts-
differenzensystems ist.

(a) Zeigen Sie, dafl dieses System linear und zeitinvariant ist.

{b) Bestimmen Sie die Impulsantwort des Systems.

(c) Berechnen und skizzieren Sie die Ubertragungsfunktion (Amplituden-
und Phasengang).

(d) Zeigen Sie, wenn

x[n] = fln] = g[n],
dann folgt
V(x[n]) = V(f{n]) » g[n] = f[n] * V(g[n]),

wobei das Zeichen * fiir die diskrete Faltung steht.

(e) Bestimmen Sie die Impulsantwort eines Systems, das mit dem ersten
Vorwairtsdifferenzensystem in Reihe geschaltet werden kénnte, um die
Eingangsfolge zu rekonstruieren; d.h. bestimmen Sie h;[n] mit

h[n] » V(x[n]) = x[n].

2.25: Wir untersuchen das System aus Bild A2.25.

[T TTTmT— oo —m— e |
' l
I - 1 -
xol | - halnl = fulnl = ylnl
! I
| il -1 !
[ I
o . d
h(n}
Bild A2.25

(a) Bestimmen Sie die Impulsantwort des Gesamtsystems.

(b) Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion des Gesamtsystems.
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(c) Geben Sie eine Differenzengleichung an, die die Ausgangsfolge y[n] mit
der Eingangsfolge z[n] verkniipft.

(d) Ist das System kausal? Unter welcher Bedingung wire das System stabil?

2.26: H(e’“) bezeichne die Ubertragungsfunktion eines LTI-Systems, dessen
Impulsantwort h[n] im allgemeinen komplex ist.

(a) Zeigen Sie mit Hilfe der Gleichung (2.92), da8 H*(e*) die Ubertra-
gungsfunktion eines Systems mit der Impulsantwort h*[n] ist, wobei das
Zeichen * fiir konjugiert komplex steht.

(b) Zeigen Sie, daB, wenn h{n] reell ist, die Ubertragungsfunktion konjugiert
symmetrisch ist, d.h. H(e™7¥) = H*(ei*).

2.27: Bestimmen und skizzieren Sig die nachstehenden Ausdriicke als Funk-
tion von w fiir X(e/“) = 1/(1 — ae~*) mit -1 < a < 0.

(®) Re{X(e")}
®) Im{X(e)}
© 1X(e™)
W) £X(*)

2.28: (a) Bestimmen Sie die Fourier-Transformierte der Folge

1, 0<n< M,
rin] = {0 sonst.

{b) Betrachtet sei die Folge

1 2
(1+cos-+’m), 0sns M,
wln] = M

2
0, sonst.

Skizzieren Sie w[n] und driicken Sie die Fourier-Transformierte von w[n]
als Funktion der Fourier-Transformierten von r[n] aus. Hinweis: Beschrei-
ben Sie zunichst w[n] in Abhingigkeit von r[n] und den komplexen Ex-
ponentialfolgen

AR ypg g KZmwM)

(c) Skizzieren Sie die Amplitudengénge von R(e/*) und W{(e/v).

2.29: Die Fourier-Transformierte von z[n] sei X (e/*). Mit Hilfe der Analyse-
und Synthesegleichungen der Fourier-Transformation (Gleichungen (2.212)
und (2.113)) ist zu zeigen, daB

(a) X*(e~7*) die Fourier-Transformierte von z*[n] ist und
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(b) X*(&“) die Fourier-Transformierte von z*[—n] ist.

2.30: Fiir reelle Folgen z(n] ist zu zeigen, daB die Eigenschaft 7 in der Ta-
belle 2.1 aus der Eigenschaft 1 folgt und daB sich die Eigenschaften 8 bis 11
aus der Eigenschaft 7 ergeben.

2.31: In Abschnitt 2.9 haben wir eine Reihe von Theoremen der Fourier-
Transformation ohne Beweis angegeben. Weisen Sie unter. Verwendung der
Analyse- oder Synthesegleichungen der Fourier-Transformation (Gleichungen
(2.212) und (2.113)) die Giiltigkeit der Theoreme 1-5 in der Tabelle 2.2 nach.

2.32: In Absatz 2.9.6 wurde intuitiv argumentiert, daf§

Y(e) = HE)X (&), (A2.32-1)

wobei Y (e/*), H(e*) und X (e’“) die Fourier-Transformierten der Ausgangs-
folge y[n], der Impulsantwort h[n] bzw. der Eingangsfolge z[n] eines linearen
zeitinvarianten Systems sind; d. h.

= 3 klh{n — k].
Ael = L UL =] (A2.32 - 2)
Bestatigen Sie die Gleichung (A2.32-1), indem Sie die Fourier-Transformation
auf die Faltungssumme in Gleichung (A2.32-2) anwenden.

2.33: Weisen Sie die Giiltigkeit des Modulationstheorems (Theorem 7, Ta-
belle 2.2) nach, indem Sie die Fourier-Synthesegleichung (2.112) auf die Glei-
chung (2.151) anwenden und das Theorem 3 aus der Tabelle 2.2 einsetzen.

2.34: Es seien z[n] und y[n] komplexe Folgen und X(e’*) bzw. Y (¢’*) deren
Fourier-Transformierte.

(a) Mit Hilfe des Faltungstheorems (Theorem 6, Tabelle 2.2) und geeig-
neter Eigenschaften aus der Tabelle 2.1 ist die Folge in Abhingigkeit
von z[n] und y[n] zu bestimmen, deren Fourier-Transformierte durch
X(e?*)Y*(e7*) gegeben ist.

(b) Verwenden Sie das Ergebnis aus Teil (a), um zu zeigen, daB

L] 1 =
£ a0yt = 5, | Xemveen) do,

(A2.34)

Die Gleichung (A2.34) ist eine verallgemeinerte Form des Parsevalschen
Theorems, das in Absatz 2.9.5 eingefiithrt wurde.
(¢) Bestimmen Sie mit Hilfe der Gleichung (A2.34) den Zahlenwert der Sum-
me
& sin(nn/4) sin(nn/6)
e  2RB Snn
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2.35: X(e’“) bezeichne die Fourier-Transformierte des Signals z[n], das in
Bild A2.35 zu sehen ist. Fiihren Sie folgende Rechnungen aus, ohne X(e’*)
explizit auszurechnen.

Bild A2.35

(a) Berechnen Sie X(e/*)|w=o0.
(b) Bestimmen Sie X X(e7*).
(c) Berechnen Sie [ X(e/*) dw.

(d) Bestimmen und skizzieren Sie das Signal, dessen Fourier-Transformierte
mit Re{X(e?*)} iibereinstimmt.

2.36: Eine Folge z[n] habe die Fourier-Transformierte X (e/*). Bestimmen
Sie in Abhangigkeit von X(e/“) die Fourier-Transformierten von y,[n}, ya[n]
und y.[n). Fiir das in Bild A2.36 dargestellte X (e/“) sind alle drei Y (e/*) zu
skizzieren.

X{ek)
1
-2r - L4 2r w
Bild A2.36
(a) Abtaster
_ {x[n], = gerade,
yln] = {0. n ungerade

(b) Kompressor
ydn] = x[2n]
(c) Expander

_ {x[n/2],  n gerade,
vl = {0, n ungerade.

Beachten Sie, da8 y,[n] = ${z[n] + (- 1)"z[n]} und —1 = " ist.
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2.37: Fiir das System aus Bild A2.37 ist die Ausgangsfolge y[n] zu bestim-
men, wenn als Eingangsfolge z[n] §[n] anliegt und H(e’*) ein ideales TiefpaB-
filter ist, das beschrieben wird durch

_ 1, l@| < n/2,
H(e®) = {o, 72 < o] < w

(=1)"wl(n]

. winl
H(el«)
x[n] y(n]
H(eiv)
1
ro———— r=====
HETR S I I [ T
—2x - _x x L 2r w
2 2
Bild A2.37

2.38: z[n] und y[n] seien zwei stationdre und unkorrelierte Zufallssignale.
Zeigen Sie fiir

daB gilt wln] = x[n] + y[n],

m,=m, +m, ud  al=o¢l+ol

2.39: e[n] sei eine wei rauschende Folge und s[n] sei eine Folge, die zu e[n]
unkorreliert ist. Zeigen Sie, dafi die Folge

yIn] = s[nle[n]
weif} ist, d. h.

E{y[n]y[n + m]} = AS[m],

wobei A eine Konstante ist.



90 2 ZEITDISKRETE SIGNALE UND SYSTEME

2.40: z[n] sei ein reeller, stationdrer und weifi rauschender Proze8, der mit-
telwertfrei ist und die Varianz o2 besitzt. Wenn z[n] am Eingang eines linea-
ren zeitinvarianten Systems mit der Impulsantwort A[n] anliegt, entsteht der
dazugehérige AusgangsprozeB y[n}. Zeigen Sie

(a) &{z[n]y[n]} = h[0]oZ;
(b) 63 =a2y % W2l

2.41: z[n] sei ein reeller, stationdrer und weifl rauschender Prozeff, der mit-
telwertfrei ist und die Varianz o2 besitzt. Die Folge z[n] liegt am Eingang
einer Reihenschaltung von zwei kausalen, linearen, zeitdiskreten und zeitinva-
rianten Systemen an, siche Bild A2.41.

h|["]

»1{ h.
xtn] v

A

WI;]

Bild A2.41

(a) Ist 03 = 02 T2 LAY

(b) Ist 02 = 02 T30 h3[k?

(¢) Es sei nun hy[n] = a™u[n] und hs[n] = b"u[n]. Bestimmen Sie zunéichst
die Impulsantwort des Gesamtsystems aus Bild A2.41 und berechnen Sie

damit o2 . Ist dies, wenn Ihre Antwort zum Aufgabenteil (b) ,ja“ war,
im Einklang mit Ihrer Antwort im Teil (c)?

2.42: Manchmal ist man am statistischen Verhalten eines linearen zeitinva-
rianten Systems interessiert, bei dem am Eingang plétzlich ein Zufallssignal
angelegt wird. Eine solche Situation beschreibt das Bild A2.42.

O~—— h[n] p—>
x[n] win] yin}

{Schalter bei n = 0 geschlossen)
Bild A2.42

z[n] sei ein stationirer, weiB rauschender Proze8. Dann ist der Eingangsprozefl
w[n] des Systems, der gegeben ist durch

win] = {;[n], nz0,

, n<0,
ein instationdrer ProzeB, so wie auch y[n] instationar ist.

{a) Leiten Sie einen Ausdruck fiir den Mittelwert des Ausgangsprozesses in
Abhingigkeit des Eingangsmittelwertes her.



