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II1. Theorie der Flichenmetrik

Einleitung

Die Flachentheorie zerfillt in zwei Teile. Dieinnere Geo-
metrie der Flichen untersucht die blof von ihrer Metrik
abhéngigen Eigenschaften, d. h. jene differentiellen Eigen-
schaften der Flichen, die nur von ihren inneren MaBver-
héltnissen abhéingen, welche durch geoditische Messungen
in der Flachenhaut feststellbar sind. Die 4uBlere Geome-
trie der Flachen zieht auch noch den Umgebungsraum
heran, in den die Flichenhaut in bestimmter Weise einge-
bettet ist, und untersucht die von der Art dieser Einbettung
abhingigen, Kriimmungseigenschaften der Flichen.

In diesem ersten Teilband der Flichentheorie soll haupt-
sichlich die elementare metrische Geometrie der Fli-
chen (einschlieBlich der Theorie der Abbildungen von Fli-
chen aufeinander) dargestellt werden. Die Elemente der
Kritmmungstheorie bilden den Hauptgegenstand des an-
schlieBenden zweiten Teilbandes der Flachentheorie.

A. Flichenmetrik

1. Gaulsche Darstellung der Flichen im dreidimen-
sionalen cuklidischen Raum. Die Differentialgeometrie
bedient sich zur analytischen Beschreibung zweidimensio-
naler Fliachen (genauer: Flichenstiicke @) im drei-
dimensionalen euklidischen Raume der von Carl Friedrich
GauBl (1828) eingefiihrten Parameterdarstellung.

Wir haben in (1. 2) die Begriffe der Jordankurve und der
glatten Kurve kennengelernt. Das zweidimensionale Ge-
genstiick dazu ist der Begriff der Jordanflache und der
glatten Flache.
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Unter einem abgeschlossenen Jordanschen Fla-
chenstiick (oder einer Jordanfliche @) versteht man das
umkehrbar eindeutige und stetige Abbild eines ab-
geschlossenen ebenen Bereiches B, den wir stets als
einfach zusammenhidngend voraussetzen. Dieser Be-
reich B kann z. B. das Rechteck R (a<u<?, e<v=4d)
der auf cartesische Koordinaten u, v bezogenen (u, v)-Ebene
7t(u, v) sein, die wir als Param eterebene 7 bezeichnen.
Die cartesischen Koordinaten z, y, 2z der Punkte P(z, y, 2) der
(abgeschlossenen) Jordanfliche @ sind dann in dem gemein-
samen Definitionsbereich K der (u, v)-Ebene sr erklirte, reelle,
eindeutige und stetige Funktionen der beiden Parameter u, v

(1.1) z = z(u, v), ¥y = yu,v), z=z(u,v),

welche die Eigenschaft besitzen, daB verschiedenen Para-
meterpaaren (u, v) 3 (¥, v') stets verschiedene Raumpunkte
P(z,y,2) + P'(2,vy,?) entsprechen. Die Gleichungen (1)
nennt man eine GauBsche Parameterdarstellung der
Jordanfliche @ mitden GauBschen Parameternu, »(Bild1).

Beispiel 1: Die Formeln
(1.2) @=anu+apy, y=ayu+auv, 2=0

bilden fir A = a;,a,, — 44,85, == 0 jeden Bereich B der (u, v)-
Ebene umkehrbar eindeutig und stetig auf einen dazu affinen
Bereich @ der Ebene 2= 0 ab; sie sind daher eine Gaufische
Parameterdarstellung der (z, y)-Ebene. Durch die Formeln (2)
werden fiir die Punkte P(z, y) der (z, y)-Ebene lediglich affine
(schiefwinkelige) Koordinaten (u, v) eingefithrt. Die Funktionen
(2) sind namlich eindeutig und stetig; wegen A = 0 sind sie auch
eindeutig nach den GauBschen Parametern (affinen Koordinaten)
u und v auflésbar mit dem Ergebnis:

(1. 3) u=9fz—zy, v-———a:+

Jeder (einfach zusammenhidngende) Bereich @ der Ebene z =0
ist damit eine Jordanfliche.



1. GauBsche Darstellung der Flichen 9

Beispiel 2: Die Formeln
(1.4 T=uU, y="v, 2=1uv

bilden jeden Bereich B der (u, v)-Ebene umkehrbar eindeutig und
stetig auf einen Bereich @ von Punkten P(z,y, 2) des hyper-
bolischen Paraboloids z = zy ab, der eine Jordanflache ist.
Das Paraboloid als Ganzes ist, weil es nicht abgeschlossen,
sondern offen ist, ebenso wie die unbegrenzte Ebene (2), eine
offene Jordansche Fliache.

v
v-Linien
d

Y
/F‘;,’“o. vo)

Bild 1. Fliche ¢ mit u-Linien und v-Linien eines G auBschen Parameternetzes
mit ihrem Parameterbereich (Rechteck fR) in der (u, v)-Ebene

Beispiel 3: Die Formeln (Bild 2)
(1. 5) Z = rcosu cosv, y = rsinu cosv, 2= rsinv

bilden das halboffene Rechteck iR’ (0 <u < 2z, —n/2 <v <+ 7/2)
der (u, v)-Ebene umkehrbar eindeutig und stetig auf die im Nord-
und Siidpol punktierte Kugel

(1.76) 2%yt 4 22 =12

ab, jeden abgeschlossenen Teilbereich von R’ also auf einen Be-
reich der Kugel, der den Nord- und Siidpol nicht enthilt und den
Nullmeridian % = 0 nirgends iiberschreitet. Jedes solche abge-
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schlossene Stiick der Kugel ist daher ein Jordansches
Flachenstiick.

Die GauBschen Parameter (u,v) in (5) sind die geogra-
phischen Koordinaten auf der Kugel; u ist die geographi-
sls(he Lii)nge und v die geographische Breite des Kugelpunktes

z, ¥, 2). :

Die weggelassenen Randpunkte des Rechtecks ®’ mit den
Parametern (u = 2m;, v = beliebig) liefern dieselben Kugel-
punkte P(rcosv, 0, rsinv) wie die beibehaltenen Randpunkte
{u = 0, v = beliebig), niimlich die Punkte P des Nullmeridians.
Dem Nordpol N (0,0, 4+ 1) und Siidpol §(0,0, — 1) entsprechen
je unendlich viele Randpunkte des (halboffenen) Parameterrecht-
ecks ', namlich die Punkte (u = beliebig, v = + #/2) und
(u = beliebig, v = — 7/2). Nord- und Siidpol heifien daher sin-
gulire Punkte des gewihlten GauBschen Parametersy-
stems der geographischen Koordinaten. Die Kugelfliche als Ganzes
ist trotzdem eine iiberall regulire geschlossene Jordansche
Flache.

Allgemein heibBt jede Fliche, die sich topologisch, d. h.stetig
und umkehrbar eindeutig auf die Kugel abbilden laBt, eine
geschlossene Jordanfliche vom topologischen Typus
der Kugel.

Der Begriff der Jordanfliche muB fiir die Zwecke der Diffe-
rentialgeometrie noch weiter eingeschrinkt werden. Um die
Methoden der Differentialgeometrie auf Jordanflichen an-
wenden zu kénnen, muf man in dem Bereiche B (u, v) stetige
Ditferenzierbarkeit der Funktionen (1) voraussetzen, d. h.
man muf die Existenz und Stetigkeit der folgenden sechs
partiellen Ableitungen verlangen:

‘ zu (% v), Yulu, v), 2u(u, v) %
| ), Yol )y 2l,0) |

Selbst wenn die drei Parameterfunktionen (1) in B(w, v)
stetig differenzierbar sind, miissen sie nicht in allen Fillen
cin Flachenstiick darstellen. Unter gewissen Bedingungen,
die den Rang der Funktionalmatrix (7) betreffen, kon-
nen die Formeln (1) ndmlich bloB einen festen Punkt oder
nur eine glatte Kurve darstellen, wie wir in (III. 2) genauer

1.7
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lernen werden. Ist der Rang der Matrix (7) iiberall in %8 (u, v)
gleich 2, so stellen die Formeln (1), wie sich in (III. 2)
zeigen wird, wirklich ¢in Jordansches Flachenstiick @
dar, das wegen der stetigen Differenzierbarkeit der Koordi-
natenfunktionen (1) dann genauer als ein einmal stetig diffe-
renzierbares oder als ein glattes Flachenstiick (eine
glatte Fliche) bezeichnet wird.

Die Ebene (2), das Paraboloid (4), die Kugel (5) sind Bei-
spiele von solchen (offenen bzw. geschlossenen) glatten
Flachen. Die Oberfliche eines Drehkegels ist iiberall glatt
auBBer in seiner Spitze.

v
\t:tudu'f yav
n

Bild 2. Kugel mit Parallelkreisen (u-Linien) und Meridianen (v-Linien)
als GauBschen Parameterlinien (geographische Koordinaten wu, v).
Loxodrome der Kugel
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Bemerkung 1: Mehrfach differenzierbare und analy-
tische Flachen. Neben den glatten Flichen, bei denen die drei
Funktionen (1) nach % und v einmal stetig differenzierbar sind, hat
man in der Differentialgeometrie auch zwei- oder mehrfach
stetig ableitbare Flachen zu studieren; z. B. erfordert das
Studium der Flichenkriimmung die Existenz und Stetig-
keit der zweiten Ableitungen der Funktionen (1). Ein zwei-
malstetig differenzierbares Flachenstiick wird daher auch
als stetig gekriimmt bezeichnet.

Oft setzt man die Funktionen (1) sogar als analytisch voraus,
indem man annimmt, sie seien in der Umgebung der Stelle (u,, v,)
in Potenzreihen nach ¥ — u, und v — v, mit gemeinsamem Kon-
vergenzbereich B entwickelbar. Die Fliche heit dann analy-
tisch. Analytische Flachenstiicke sind in ¥ beliebig oft
stetig ableitbar.

Bemerkung 2: Komplexe analytische Flichen. Werden
in der GauBschen Parameterdarstellung (1) einer Fliche @ kom-
plexe Variable u,v und komplexe analytische Funktio-
nen z(u, v), y(u, v), 2(4, v) als Koordinaten zugelassen, so erhilt
man ein komplexes analytiseches Fliachenstiick (auf dem dann,
bei Zahlung reeller Parameter, oo komplexe Punkte liegen).

Sind die drei Funktionen (1) reell analytisch, so kann man
sie nach den Prinzipien der Funktionentheorie analytisch ins Kom-
plexe fortsetzen. Man erhilt dann eine komplexe analytische
Fliache, welche einen (fiir reelle Werte u, v entstehenden) reellen
analytischen Flachenzug enthilt, den wir kurz als eine reelle
analytische Fliiche bezeichnen. Das trifft z. B. bei reellen alge-
braischen Flichen zu, wie bei der Ebene (2) oder der Kugel (5).

Wir fassen die cartesischen Koordinaten (z, y, 2) in (1) zu
dem Ortsvektor r des Flichenpunktes P(z,y, 2) zu-
sammen, der dann ebenfalls von den Parametern 4 und v
abhéngt, und schreiben die Fliche vektoriell in der
Gestalt

(L.8) 1 =ru,v) =2z(u,v)e;, + y(u, v)eg + 2(u, v)es,
wobei e;, ¢y, ¢, die Einheitsvektoren der Koordinatenachsen
des (rechtshindigen) cartesischen Koordinatensystems sind.

Bemerkung 3: Es ist oft zweckmiBig, die Koordinaten (z, y, 2)
mit (&, ¥y, 2;) zu bezeichnen; die GauBsche Flichendarstellung
(8) lautet dann
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3
1.9 r=zruv) = ié,‘la:;(u, v)e;.

Erteilt man (Bild 1) dem Parameter v einen festen
Wert v = v, = fest, so stellt (8) bei variablem u eine auf
der Fliche @ liegende Raumkurve (eine u-Linie der
Flache) dar, vorausgesetzt, daB der entstehende Vektor
T (u,v,) nicht konstant ist. Ebenso entsteht fiiru = uy = fest,
aber v = variabel eine p-Linie auf der Fliche, vorausgesetzt,
daB r(ug, v) nicht konstant ist. Diese beiden Parameter-
linien kreuzen sich in einem bestimmten Punkte P, des
Flachenstiickes @, der eindeutig durch die beiden festen
Parameterwerte ug, v, bestimmt wird, und dessen Ortsvektor
t(ug, vg) ist. Wir bezeichnen dann (u,, »,) als die beiden
Gaufischen Parameter oder GauBschen Koordmaten des
Flichenpunktes P,

Abnlich wie das Rechteck %t der (u, v)-Ebene z netzformig von
den Geraden u = uy = const (v-Linien) und v = v, = const (u-Li-
nien) {iberdeckt wird, so wird auch im Raume das Flichensttick @
von den (i.a. kmmmen) Linien « == u, = const (v-Linien) und
v = vy == const {(u-Linien) netzférmig tiberzogen. Die GauBschen
Parameterlinien 4 = const, » = const liberdecken also das Flachen-
stiick mit einem i. a. krummlinigen Koordinatennetz., Die

Parameter (4, v) heiBen daher auch krummlinige Koordi-
naten auf der Fliche.

2. Zuliissige Parameter. Regulire Parameternetze.
Drei den Ortsvektor

z =z(u,v),
(2 1) L= g(u: 'v) Y= y(u) ’l)),
z =z (u,v)

bestimmende, in einem Bereich B(u, v) um die Stelle (%, v)
eindeutige und stetig ableitbare Koordinatenfunktionen,
z(u, v), y(u, v), 2(4, v), von denen wir in Zukunft annehmen
wollen, daB sie an allen Stellen (u,) des Parameter-
bereiches nach » und v einmal stetig differenzierbar
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seien, liefern nicht immer eine (glatte) Fliche; es kann
u. U. auch bloB eine (glatte) Raumkurve oder ein Punkt
entstehen. Entscheidend dafiir ist der Rang r der Funk-
tionalmatrix

B

_aﬂ1y,z)_ au au au . lxuyuzu ]‘;

(2.2) M= au,v) |l 2z oy 22 “ Tl a2, |
| 30 30 30 |

in der Umgebung B (u, v) der Stelle (d, v).

Drei Fille sind moglich:

1. Rang » = 0. Dann sind in 9 alle sechs Matrizenelemente
Null, d. h. , y, 2z sind Konstanten und (1) stellt einen festen
Punkt P(z, y, z) dar.

2. Rang » = 1. Dann verschwinden zwar nicht alle Glieder, aber
alle zweireihigen Unterdeterminanten der Matrix I, d. h. es
verschwinden fiir alle (u,v) die drei Funktionaldeterminanten

32 _ o, 22 _, o=y _
@3 3(u, v)=0’ o(u, v)=0’ a(u, v) =0.
Nach den Lehren der Analysis bestehen dann zwischen den
drei Funktionen (1) Beziehungen der Gestalt

(2' 4) fl(yiz)"__o’ lz(z’m):()’ fs(z, y): 0,

wobei wenigstens zwei der drei Gleichungen (4) nicht identisch
erfiillt sind. Daher ist das von (1) dargestellte Raumgebilde
der Schnitt von wenigstens zwei der drei achsenparallelen
Zylinder (4), also eine bestimmte (glatte) Raumkurve.

3. Rang » = 2, Dann ist wenigstens eine der drei Funktional-
determinanten in (8) nicht Null, z. B. g—(z’—zg = 0. Nach dem

]

Fundamentalsatz iiber implizite Funktionen ist dann das
System der beiden ersten Gleichungen in (1) in einer gewissen
Umgebung 9B (u, v) der Stelle (4, v) nach u und » eindeutig
auflosbar, also

(2.5) u=1u(z,9), v=12(2,9),

und die Funktionen (5) sind stetig nach z und y ableitbar.
Nach der dritten Gleichung von (1) ist dann 2 eine in dieser
Umgebung B(u, v) eindeutige und einmal stetig ableitbare
Funktion von z und y:
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26  z=zv)=zu@y), @Y ={=1),

d. h. die Darstellung (1) oder (1.1) liefert in diesem Falle in
B (u, v) eine (glatte) Fliche &.

Daraus folgt

Satz 1: Notwendig und hinreichend dafiir, daf die in dem
Bereiche 8B (u, v) stetig ableitbaren Funktionen (1) die Gauf-
sche Parameterdarstellung einer glatten Fldche lefern, ist,
dafi die Funktionalmatriz (2) in B(u, v) den Rang r = 2 hat.

Man schreibt dann:

—_ a(z! Y Z) — Ty ?/u 2y
@.7) M= n = e .

Bemerkung 1: Man nennt (6) eine explizite Darstellung
der Fliche &@. Auf diese Darstellungsart haben Euler und die
Mathematiker vor GauB die analytische Beschreibung und Diffe-
rentialgeometrie der Flichen gegriindet.

Daneben gibt es noch die implizite Darstellung
(2.8) F(z,y,2)=0

der Fliche @, die man aus der GauBschen Darstellung in (1. 1)
erhélt, indem man aus den drei Gleichungen von (1. 1) die beiden
Parameter % und v eliminiert.

Bemerkung 2: Man kann auch umgekehrt aus der Euler-
schen expliziten Darstellung z = 2(z, y) einer glatten Fliche @
eine GauBsche Parameterdarstellung gewinnen, indem man

2.9 z=u, y=0v, z=2(u,v)
setzt. Tatsachlich hat dann die Funktionalmatrix

__ Az y,8) 110z,
I POl EF

stets den Rang 2.

Durch den Punkt P(u,v) der Fliche ¢ = g(u,v) mit
den GauBschen’ Parametern u, v geht eine u-Linie (u = va-
riabel, v = fest) und eine v-Linie (v = fest, v = variabel).
Die Tangentenvektoren g, und r, dieser Parameter-
linien vm Punkie P(u,v) der Fliche (1) erhilt man nach
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(IL. 2. 2) durch Ableiten des Ortsvektors ¢ = x(u, v) nach dem
Kurvenparameter uw baw. v, d. h. es st

(2.11) Lu = Zu(u, v)ey + yu(u, v)ey + 24 (u, v)es,

Lo = 2, (u, v)e; + Yo (4, v)ey -+ 2, (u, v)eg.
Diese beiden Tangentenvektoren sind genau die Zeilenvekto-
ren der Funktionalmatrix IR in (2). IThr AuBenprodukt ist

der Vektor
3y, 3(z, 2) 3z, y)
(2.12) [ru,r.] = 3w, v) &t S0 a(u, v) e d(u, v) for

dessen Koordinaten die drei Unterdeterminanten zweiter
Ordnung der Matrix It sind.

Die Voraussetzung (7) besagt dann, daB in keinem Punkte
P(u, v) des Flachenstiicks @ das AuBenprodukt (12) der bei-
den Tangentenvektoren g, (u, v) und g,(u, v) verschwinden
darf:

(2.13) {Zu, L] F 0.

Dann ist gewil auch g, &= und g, =0, d. h. v und v sind
dann auf den Parameterlinien der Fliche im Sinne von (II. 2)
zuldssige Parameter; dariiber hinaus sind aber die Tan-
gentenvektoren r, und g, der Parameterlinien wegen (13)
auch nicht proportional, d. h. die beiden Parameter-
linien beriihren sich nicht, sondern schneiden sich in
jedem Flachenpunkte P(u,v) unter einem Winkel ¢, der
weder 0 noch 7 ist.

. Wir nennen GauBsche Parameter u, v, die auf der Flache @
der Bedingung (7) oder (13) geniigen, zuliissige Parameter.
Die u-Linien und die v-Linien bilden dann auf dem glatten
Flichenstiick @ ein regulires Parameternetz, dessen
viereckige (i.a. krummlinige) Maschen keine ver-
schwindenden oder gestreckten Winkel aufweisen (dessen
Seiten sich nicht beriihren).

Zusammenfagsend gilt also (Bild 1):
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Satz 2: Ein Flichenstiick @ der Gaufschen Darstellung
t = r(u,v) st glatt, wenn es durch zulissige, d.h. solche
Gaufische Parameter (u,v) beschricben werden kann, in
deren Definitionsbereich B (u, v) iiberall t(u, v) nach u und v
stetig ableitbar und

(2.14) [tu, €] F 0

tst. Durch jeden Punkt Py(ug, vo) von D lduft dann genau eine
u-Linie (v = v,) und genau eine v-Linte (u = u,). Diese Para-
melerlinien iiberziehen das Flichenstiick @ mit einem reguli-
ren Parameternetlz, dessen Nelzmaschen wvier weder ver-
schwindende noch gestreckte Winkel aufweisen. Die Punkte
P(u,v) eines durch zuliissige Parameter darstellbaren glatien
Flichenstiicks @ heifien requlire Flichenpunkie.

3. Einfiihrung neuer zulissiger GauBscher Koordina-
ten. Eine glatte Fliche @ (gemeint ist damit stets ein
glattes Flachenstiick @) mit abgeschlossenem Para-
meterbereich B (u, v) vom Ortsvektor

(3.1 t=1(uv)
mit
(3. 2) [£a(u, v), To(w, V)] F0

sei auf die zuldssigen (alten) GauBschen Parameter (u, v) be-
zogen. Neue zulissige GauBsche Parameter (%, v) hin-
gen dann mit den alten (u, v) durch stetig ableitbare Glei-
chungen

(3.3) U = u(u,v), v=7v(u,0)

zusammen, die (wegen der eindeutigen Beschreibung der
Flachenpunkte P sowohl durch die alten als auch die neuen
Parameter) eindeutig nach (u,v) auflésbar sein sollen.
Nach dem Fundamentalsatz iiber implizite Funktionen-
systeme ist dafiir notwendig und hinreichend das Nichtver-
schwinden der Funktionaldeterminante

2 8trubecker, Differentialgeormetric IT
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7 _ 000 |y @,

—a(uvv) B 11-;7‘ 5” :!:0

Die (im Kleinen eindeutige und stetig ableitbare) Auflésung
(Umkehrung) von (3) lautet dann:

(3. 4)

(3. 5) u = u(%,v), v=uv,v),
wobei ebenfalls die Funktionaldeterminante
_d2wy 1 1
68  D=3aw-a@n 5"
9 (u, v)

ist. Die GauBsche Darstellung der Fliche @ lautet dann in
den neuen Parametern (%, v) nach (1) und (5)

G0 =19 =ru@2), v )] =@, 9).

Die neuen Parameterlinien, nimlich die #-Linien (# = va-
riabel, ¥ = fest) und die ¥-Linien (% = fest, ¥ = variabel),
bilden dabei auf der Fliche @ wegen der Voraussetzung (4)
wieder ein reguldres Parameternetz. Die Tangenten-
vektoren r; (%, %) und r (#, v) der neuen Parameterlinien sind
niamlich

(B-8) ra=1tu ¥at LY L =Lu U+ L%,
und ihr AuBenprodukt ist dabei wegen (2) und (6)

o )
(3.9) 58] = 5 o) B B 0.

Bemerkung 1: Je nachdem dabei die (in » und v stetige)
Funktionaldeterminante

(3.10) 2w, v) _

@) .. ° @)
ist, haben die Vektorenpaare (x, £,) und (¢, £,) auf der Fliche @
denselben oder verschiedenen Sinn; entsprechend sind die GauB3-
schen Koordinatensysteme (u,v) und (ii, ) dann auf der
Fliche @ gleich oder entgegengesetzt orientiert.

. Bemerkung 2: Aus den vorstehenden Uberlegungen folgt, daB
die zuldssigen Parameterinderungen (3) der Eigenschaft (4)
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eine Gruppe bilden. Bei der Zusammensetzung zweier (regulirer)
Parameterinderungen (v, v) || (%, ¥) und (%, ¥} || (&, ) multipli-
zieren sich ihre Funktionaldeterminanten:

2(5,7) 3(3,%) _3(E,7)
(3. 11) 3w, v) 3@ v) A v) "

Bemerkung 3: Der Sonderfall einer neuen Bezifferung
der Parameterskalen entsteht, wenn in den Formeln (3) der
Plarameter % nur von # und der Parameter ¥ nur von » abhangt,
also
8.12) % ==u(u), v=170),
gilt, und dabel

(3.13)

(@, v) _ du(u) dv(v)
du,v)  du dv +0

ist. Das Netz der Parameterlinien bleibt dann als Ganzes un-
gedndert, nur die Bezifferungen der Parameterlinien (die
Parameterskalen) dndern sich. Die alten Skalenwerte
u und v werden dabei durch die neuen Werte % und v ersetzt.

4. Flichenkurven. Flichentangenten. Tangenten-
ebene. Wihlt man auf der glatten Fliche @ mit dem Orts-
vektor

(4.1) =1t =z(wv)e, + y(u,v)e, +2(u,v)eq

die Parameter % und v als stetig ableitbare Funktionen eines
Parameters ¢, indem man setzt

(4. 2) u=ul), v=no()),

so bilden die entstehenden Punkte P(u(f), v(f)) eine Fli-
chenkurve k mit dem Ortsvektor

(4.3) t =), o) = ).

Als Tangentenvektor dieser Flachenkurve &k erhilt man

nach (II. 2. 2) durch Ableiten von () nach dem Parameter ¢
den Vektor

(4. 4) dg(t) .10 du(t) ¥ 1 dz;igt)
oder
(4.5) t() =tu-u(®) + t, 0(®).

2¢
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Wegen (2.13) ist ¢ (f) kein Nullvektor und daher { ein
zuldssiger Kurvenparameter auf der Flichenkurve k,
wenn (und nur wenn)

(4.6) (&), o) = (0, 0)

ist. Die Kurve (3) ist dann eine glatte Flichenkurve.

Wegen der in (1. 4. Bem. 1) erwahnten Invarianz des ersten
Differentials gegen Parameterinderungen schreibt man die
Formel (4) gern statt in Ableitungen in Differentialen, indem
man mit df = 0 multipliziert; der Tangentenvektor vonk
nimmt dann die Gestalt

4.7 dt =gy du+ g, dv

an. Zur Festlegung der Tangentenrichtung geniigt es
sogar, die Differentiale du und dv nur als Verhilt-
nisgroBen (du:dv) zu erkliren, die wegen (6) nicht
gleichzeitig verschwinden diirfen: '

(4. 8) (du:dv) == (0:0).

Jedeshomogene Wertepaar (du, dv) oder jedes Werte-
verhéaltnis (du:dv) # (0:0) kennzeichnet eine eindeutig
bestimmte Tangentenrichtung (7) der Fliche im Punkte
P(u, v). Insbesondere liefern die Verhéltnisse

(4.9 (du:dv) = (1:0) bzw. (du:dv) = (0:1)

die Tangentenrichtungen g,(u,v)du an die u-Linie bzw.
£,(u,v)dv an die »-Linie im Punkte P(u,v). Die Lingen dieser
Tangentenvektoren dz héingen dabei natiirlich von der (will-

kiirlichen) Wahl der homogenen GroBen du und dv selbst ab.
Aus den Darstellungen (4), (b), (7) folgt, daBl der Tangen-

tenvektor () = q%t) oder dg = gdt der durch den Punkt

P (u,v) der glatten Fliche (1) gehenden Flichenkurve g (f) eine
(nichttriviale) lineare Kombination der Tangentenvektoren
1y und g, der Parameterlinien ist und daher mit ihnen in
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einer Ebene liegt, dic wir als die Tangentenebene 7 der
Fliche @ im Punkte P (u, v) bezeichnen.

Bemerkung 1: Ist dann X = (X, Y, Z) der Ortsvektor eines
laufenden Punktes (X, Y, Z) der Tangentenebene 7, so sind die
drei Tangentenvektoren X — g(u, v), £, (%, v) und g,(u, v) kom-
planar, und man erhilt als Gleichung der Tangentenebene =
der Fliche ¢ = (u,v) im Punkte P (u, v)

(4.10) [£—guw ] =0 oder (£ —7)-[tw2,] =0,
d. h. ausfiihrlich
X — z(u, v) 2y (u, v) x,(u,v) }
(4. 11) Y — y(u, v) yu(u,v) y,(u,v) | =0.
Z— Z(uv ’U) Zu(’l_l,, ’U) zv(“! ’U) !

Bemerkung 2: Eine Gleichung der Gestalt

(4.12) f(u, v) = ¢ = konst.

zwischen den GauBschen Parametern u und v liefert im Para-
meterbereich B (%, v) der (u,v)-Ebene eine Kurve. Wegen der
umkehrbar eindeutigen Abbildung, die zwischen der Parameter-
ebene m(u, v) und der Fliche x(u, v) besteht, beschreibt die Glei-
chung (12) zwischen den Parametern (u, v) auch auf der Fliche
eine Kurve, die stetig ableitbar, d. h. mit stetiger Tangente ver-
sehen ist, wenn die Funktion f(u, v) stetige Ableitungen £, (u, v)
und f,(u, v) hat. Jene Stellen (u, v) von (12), an denen f, und f,
gleichzeitig verschwinden, heiBen singuldre Punkte der
Kurve (12) und sollen aus der Betrachtung ausgeschlossen
werden.

Da lings der Flichenkurve (12) neben f (%, v) — ¢ auch

(4.13) df (,9) — fu (1, 0) dut + f (1, v) d0 =0
ist, gilt fiir die Tangentenrichtung dieser Flichenkurve
(4.14) du : dv = f, (u, v) : — fy (u,0).

5. Normalenvektor der Fliche. Die metrischen Funda-
mentalgrofen E, F, G und W, Punkte mit isotropen
Flichennormalen und isofropen Tangentecnebenen. Nach
(4.10) steht der wegen (2. 13) nicht verschwindende Vektor

(5.1) N =N(u, v) = [tu, L] F 0
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auf der Tangentenebene 7 und damit auf allen Flichentan-
genten X — ¢ = ary, + Pz, des reguliren Flachenpunktes
P(u,v) normal. ¢ ist daher ein Normalenvektor der
Fliche @ im Punkte P(u, v).

Der Normalenvektor M = [t4,z,] der Fliche bildet in
reellen Fliachenpunkten P zusammen mit den beiden
reellenParameterrichtungen ¢, und g, einpositives Drei-
bein; denn wegen (1) hat das Spatprodukt [r,r,] einen
positiven Wert:

(6-2)  [tuto®] = [tuto] - [Ea2e] = [£uto]® = N2> 0.

Nach der Identitit von Lagrange (IL 1. 22) erhdlt man
fir das Lingenquadrat N2 des Normalenvektors (1)
ausfiihrlicher

(6.3) 9 = [nugl® = £ia} — (i = BG — P2 = W2,
Dabei haben wir mit Gauf (1828) gesetzt:

E = E(u,v) = ti(u, v) =i+ yu+ 2,
(5.4) |F = F(u,v) = £, (4, 0) Lo (%, %) = Tu Ty + Yu Yo+ 2020,
G = G(u, v) =13 (u, v) =z + Y+ 2

und

(6.5 |w2 = EG — F2, d.h. W = W(u,v) = /EG — F2.

Die nur vom Flachenpunkte P(u,v) abhiangigen
GroBen E(u,v), F(u,v), G(u,v) heiBen die GauBschen
FundamentalgréBen 1. Art der Flichentheorie. Sie beherr-
schen, wie sich zeigen wird, die Metrik der Fliche und
heiBen daher auch die metrischen FundamentalgréBen
der Flache x(u, v).

Die GréBen
(5.6) E=gi=|wPund @@=y =]z
sind identisch mit den Lingenquadraten der Tangen-
tenvektoren g, und g, der Parameterlinien. Daher ist fiir
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reelle Flachen und reelle reguléire Parameternetze
stets

(6.7 E(u,v)>0 und G(u,v)>0.

Bemerkung 1: Auf komplexen analytischen Flachen
kann jedoch auch

(5. 8) E(u,v) = t2(u,v) =0 bzw. G (u,v) = g2(u,v) =0

sein. Das ist dann und nur dann der Fall, wenn im Punkte
P(u,v) die Parameterrichtungen gz, bzw. g, isotrop sind.
Ist iiberall auf der Fliche

6.9 E(u,v) =0 bzw. G(u,v)=0,

so sind alle Parameterlinien der Flache isotrop. Die Fliche
ist dann auf isotrope Parameter (u, v) bezogen.

SchlieBen die (nichtisotropen) Parameterrichtungen gy, z,
miteinander den Winkel  ein, so ist nach (II. 1. 19) und (6)

(6.10) F = (tu ) = Tu |- | Zo | - cosp =BG cosgp.
Folglich ist im Punkte P (,v) dann und nur dann

(6.11) F = F(u,v) =0, wenn cosp =0, d. h. p = 4 #n/2
ist; insbesondere kennzeichnet

(5.12) F(u,0) = (u2) = 0 {u,0)

die orthogonalen Parameternetze der Fliche.

Fiir reelle Flachen und reelle regulire Parameternetze gilt
ferner nach (2) und (3)

(5.13) W2 =EG — F? = [g,5,]2 = ¢ > 0.

Fiir reelle analytische Flachen, die auf konjugiert-kom-
plexe Parameter (u, v) bezogen sind, kann auch W2 =902 <0
sein.

Fiir komplexe analytische Flichen und komplexe Para-
meternetze kann jedoch, trotz ! = [r.r,] &= 0, in einzelnen
Punkten P (u, v) oder iiberall auf der Fliche @
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(5. 14) W2=EG —F*=9=0bzw. =0

sein. Der Normalenvektor 9t =0 der Flidche ist dann in
diesen besonderen Punkten P(u,v) oder iiberall auf der
Flache isotrop und weist nach einem Punkte des Poncelet-
schen absoluten Kegelschnitts (II. 1). In solchen Punk-
ten P(u,v) liegt dann der Normalenvektor 3 = [y, £,]
wegen

R = [tutol® = [[tuTo]s Lws &) = [ 20 1] = 0
in der Tangentenebene (4. 10) der Fliche; die Tangen-
tenebene 7 in P ist dann selbst isotrop, d. h. sie be-
rithrt den Ponceletschen absoluten Kegelschnitt.
Zusammenfassend gilt also

© Satz 1: In dem requliren Punkie P(u,v) einer analyli-
schen Fliche v = x(u, v) ist dann und nur dann

(5. 15) W2 =EG — F? = [£,,5,? =0,

wenn sein Normalenvektor N = [y, L] =0 isolrop
1st. In einem solchen (komplexen) Flichenpunkie P(u, v) ist
auch die Tangentenebene v der Fliche tsotrop (und
umgekehrt) und die Fldchennormale R liegt in der
Tangentenebene t.

Wir schlieBen nunmehr Punkte mit isotropen Flichen-
normalen und isotropen Tangentenebenen (die ohnehin nur
auf komplexen Flichen auftreten konnen) aus und betrachten
also zunéichst nur regulare Flachenpunkte P (u, v) mit

G} 16) N2 = [gugv]z =EG — F? = W2+0.

Unter der Annahme (16) kann man die Linge des Norma-
lenvektors zu 1 normieren, indem man den Vektor 9 durch
den Vektor

6.17) |n= 2 bl [l

== W —VEG—Fz mit {n|=1
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ersetzt. Wir werden fortan immer diesen normierten Nor-
malenvektor n beniitzen und kurz als den Normalenvek-
tor 1 der Fliche bezeichnen. Die Orientierung von n hingt
nach (17) von der Wahl des Vorzeichens der Wurzel W ab.

Bemerkung 2: Aus

(5. 18) n=1
und (2) folgt nach (16)
N-N_ W
(5.19) [tu, oy 1] = [uleln = Ron = =0 = 7 =W+ 0.

Beispiel 1: Dreht man, in der Flichennormalen n des Punktes
P = (u,v) der Fliche g = x(u,v) stehend, die Tangentenvek-
toren r,, und g, der Parameterlinien im positiven Sinne (linksum)
um einen rechten Winkel, so erhilt man die neuen zu g, und z,
senkrechten Tangentenvektoren | r, und | r,, die wir als die zu g,
und g, gehorenden Seitenvektoren bezeichnen. Fiir sie gelten
nach dieser Erklirung die Formeln

(6.20) ltu =z, [2o=[n5l].
Die Vektortripel (g, | Zu, 1) und (g, | Ly 1) sind dabei Rechts-
tripel.

Nach dem GraBmannschen Entwicklungssatz kann man
diese Seitenvektoren |z, und |, von x, und g, in folgender
Weise linear durch g, und g, darstellen:

|t = g = [llEd
_ Gt — @ut)ts _ Bt —Fr,
w w ’

(5. 21)
. |5, = [ny] = [[zu%] Ev] _
_ Gub)ty— Gt _ Ftv— Gy
W W

Es gelten dann die Formeln

(|t =22=E, (|t |t)=(uts) = F, () =12=@,
(6. 22) {<zu|zu>=<zvlzv)=o, (| 2) = — (& | 2) = W2,
ferner
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(5.23) {[Ewlanl=E>0, [0 | g 1] = G > 0
[gw I Lo n] = [gv’ l Lus TI] =F.
Allgemein gehort zu dem beliebigen Tangentenvektor
(5. 24) t = oz, + Bry

der Fliche nach derselben Kounstruktion der neue, dazu normale
Tangentenvektor

{5 =|t=[nt] = [n,az, + Br,] = «[ng,] + Blnz]=
(5. 2b)

aF + 8G «E + BF
den wir wieder als den zum Flachenvektor t gehorigen Seiten-
vektor 3 = | t bezeichnen.

Nach der Konstruktion stehen die Vektoren t und 8 = | t auf-
einander normal

(5. 26) tg)=(t|t)=0
und beide haben dieselbe Linge
(5. 27) |tE=|82=Eo®*+4 2Faf + G 2.

6. Linienelement und Mefrik einer Fliche. Isotrope
Fliachenkurven. Auf der glatten Fliche ¢ =g (u, ) sei wieder
durch die stetig nach ¢ ableitbaren Funktionen
6. 1) u=u(f), v=1o()

eine glatte Flichenkurve k gegeben, deren Ortsvektor
dann

(6.2) = g(u(®),v(t)) = ()
ist, und deren in { stetiger Tangentenvektor lautet
dx(t du(t do(? . . .

6.3) O MO PO i+ 100 = 10
oder, differentiell geschrieben,
(6. 4) dg = rudu + r,dv.

Als Lingenquadrat dieses Tangentenvektors y(f)
bzw. dg(f) erhilt man nach (5. 4)
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6.5)  22(t) = (vt + £, 9)® = e d® + 2(Tuly) uv + 1307
— B + 2Fad + Gt
bzw.
(6.6) (dr)? = (zudu + L, dv)? = Edu? + 2Fdudv + Gd?.

Fiir die Bogenlinge s der Kurve g(!) zwischen den
Punkten P, und P mit den Parametern ¢, und ¢ ergibt die
Formel (II.2.3) das Integral

t t
6.7 s=[)/ad =f1/Eu2 + 2 Fio + Go2 dt = s{b).
tﬂ

Wegen dr = z(f) df sowie du = u(i) dt und dv = o(t) dt
kann man dafur schrelben

(6. 8) s=f]/dg2 = fl/'E?zu‘er 2F dudv + G dv®.
P, Py

Differenziert man das Integral (7) nach der oberen Grenze ¢,
so erhilt man

(6. 9) g=l/Eu2+ OF b + G .

Daraus folgt weiter fiir das Quadrat des Bogenelementes
ds (das Linienelementquadrat) der Flichenkurve g(?)
die Formel
(6. 10) ds® = E(u, v) dut+ 2F(u, v) dudv+ G(u, v) dv* = dp?.

Dieses Bogenelementquadrat ist nach (6) identisch mit
dem Langenquadrat des Tangentendifferentials dy und ein-
deutig festgelegt durch den Flichenpunkt P(u, v) und durch
die Tangentenrichtung (du, dv).

In jedem festen Flichenpunkt P(u,v) ist das Linien-
elementquadrat (10) der Fliche eine quadratische Diffe-
rentialform, die nach (5. 7) und (5. 13) fiir reelle Flichen
t(«, v) und reelle Parameter (u, ) wegen'E >0, G >0 und
EG — F? = W2 > 0 positiv definit ist.
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Zusammenfassend gilt somit

Satz 1: Die Léngenmetrik einer Fliche x = r(u, v) wird
von der quadratischen Differentialform thres Bogenelementqua-
drates beherrscht, die man als die erste oder metrische
Grundform der Fliche bezeichnet und in der Form

6. 11)|I = ds® = E(u,v) du® + 2F (u, v) dudv+ G (u,v) d?

schresbt. Daber hingen die metrischen Fundamentalgrdfien
E, F, G nur vom Flichenpunkte P(u, v) ab, wihrend die Rich-
tung des Linienelementes ds durch das Verhiltnis der Differen-
tale (du: dv) festgelegt ist. Ist die Fliche reell und auf reelle
Parameter (u, v) bezogen, so ist die metrische Grundform
(11) positiv-definit.

Bemerkung 1: Als Sonderfall von (11) erhdlt man fiir das

Linienelement ds; der u-Linien (v = const, dv = 0) bzw. fiir
das Linienelement ds, der v-Linien (¢ = const, du = 0)

(6.12)  ds; = VE(u,v) du und ds, = VG (u,v) do.

Sind im Flachenpunkte P(u, v) durch die beiden Verhilt-
nisse (du, :dv,) und (duy:dv,) zwei Tangentenrichtungen
(6.13) dr, = rudu, + tydv, und dy, = r,duy + £, dv,
mit den Bogenelementen ds; = | dx; | und ds, = | d, | gege-

ben, so schliefen sie miteinander cinen Winkel y ein, fiir
dessen Kosinus man aus (IL. 1. 19) die folgende Formel er-

hilt
CosY — (dzy - dz,) — (Tudug + Lyduy) (Tuduy + T, d0,)
¥ | dgy || dze | dsy - ds,
— L@ diy 3+ (Euty) (At dvy + duy dvy) + i dvy do,
ds; » ds,
oder, mit den Bezeichnungen (5. 4),
(6. 14) cosy =

___Bdwduy + F(duydvy + duydvy) + Gdvyde,

= VYEdut + 2Fduydv, + Gdv} - Edul T 2 Fduydv, + Gdv}
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Im Ziahler von (14) steht die sogenannte Polarform der
quadratischen Differentialform (10) des Bogenelement-
quadrates.
Es folgt, daB auch die Winkelmetrik der Fliche von den
drei metrischen FundamentalgréBen B, F,G, beherrscht wird.
Bemerkung 2: Die beiden Flichenrichtungen (du:dv) und
(du,,:dv,) sind dann und nur dann zueinander normal, wenn
(6.15)  Edudu, + F(dudv, + dvdu,) + Gdvdv, = 0
ist. Zur Flachenrichtung du:dv gehért daher die normale
Flachenrichtung
(6. 16) duy:dv, = — (Fdu + Gdv):(Edu + Fdv).

Sind ds und ds,, = dn die Bogenelemente dieser Richtungen (du :dv)
und (du,:dv,), so bestehen genauer zwischen den Koordinaten
der orthogonalen Tangentenvektoren

dg dg duy, dv,
der Fliche die Beziehungen
Cdu 1 dv _ iy dvy,
EI—'W( zte ds>§d_s T ( + 0 )
(6. 18) i

b (pByr®) B L d”"+ d”")

Diese beiden Tangentenvektoren t = dg/dsund 8 = |t = dy/dn
bilden dabei zusammen mit dem Normalenvektor n = &Wg—”] der
Fliche ein positives Tripel orthogonaler Einheitsvek-
toren, d. h. fiir einen in n stehenden Beobachter entsteht dx/dn
aus dg/ds durch eine rechtwinkelige Linksschwenkung.

Bemerkung 3: Insbesondere ergibt sich aus (14) fiir den Win-
kel ¢ der beiden Parameterrichtungen (du,:dv,) = (1:0)
und (du,:dv,) = (0:1) die schon aus (5. 10) bekannte Formel

F
6.19 cCoOsSQp = ——.
(6.19) ? VG
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Bemerkung 4: Fir orthogonale Parameterlinien
(¢ = 4 =/2) ist notwendig und hinreichend

(6. 20) Fu,v)=0 {u,v},
wie schon aus (5. 12) bekannt ist.

Um schlieBlich auch den Fldcheninhalt O des Flichen-
stiickes 9B der Flache r = x(u, v) anszumessen, zerlegt man
B durch die Parameterlinien, welche zu den Werten u, %+ du,
9, 4 dv gehoren, in viereckige Parametermaschen, deren
Ecken die folgenden Ortsvektoren haben:

(6. 21) z (u, v) =1 (u, v)
t(u + du, v) =(u,v)+ Lu (w,0)du+ « - -,
r(u, v + dv) =g(u,v)+ 5, (u,v)dv ++ - -,
t(u + du, v+ dv) =g (u, v)+ Lo (u,0)du+ g,(u,v)dv + -

Beschriankt man sich wegen des folgenden Grenziihergangs
du—> 0, dv— 0 zum Riemannschen Integral der Oberfliche
in (21) auf Differentiale erster Ordnung, so kann man diese
Parametermaschen als Parallelogramme auffassen, deren
beide Gegenseitenpaare die Richtung der Vektoren

(u + du,v) —r(u, v) =g(u + du, v+ dv) — g(u,v + dv)
= 1y (u, v) du '

t(u,v + dv) —r(u,v) =g(u+ du, v+ dv) — g(u + du,v)
= z,(u, v) dv

haben und deren Inhalt d0 (wenn du - dv > 0 ist) die GriBe

(6. 22) d0 =|[rudu, £, dv]| = | R(u,v)|dudv= |/ EG— F? dudv
hat.

Man nennt 40 das Oberflichenelement unserer Fliche.
Es bedeutet geometrisch den Flacheninhalt jenes Paral-
lelogramms, das inder Tangentenebene 7 des Punktes
P(u,v) von den Tangentenvektoren g, (u, »)du und g,{u,v)dv
der Parameterlinien aufgespannt wird.



