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Yorwort

Das vorliegende Buch ist aus Vorlesungen hervorgegangen, die ich fiir Mathematik-
studenten des ersten Studienjahres an der Sektion Mathematik der Karl-Marx-Uni-
versitdt Leipzig gehalten habe. Im Hinblick auf sein Anliegen, anschliefend an das aus
der Schule bekannte Wissen dem Studenten eine Einfiihrung in die analytische Geo-
metrie und lineare Algebra zu bieten, wurde an der durch seine Entstehungsweise be-
dingten Diktion méglichst wenig gedndert. Ich habe mich bemiiht, Definitionen, Satze
und Beweise nicht einfach in den Raum zu stellen, sondern Wert auf Motivierungen
und die Herausarbeitung der tragenden Ideen gelegt, auch wenn dadurch die Dar-
stellung umfangreicher geworden ist als sonst iiblich. Daher lag mir auch nicht daran,
einen Aufbau in gréBStmaoglicher Allgemeinheit zu geben, wenn auch die Darstellung
go gehalten ist, daB Verallgemeinerungen (z. B. auf andere Korper als den der reellen
Zahlen) keine Schwierigkeiten bereiten. Auch habe ich nicht danach gestrebt, Wieder-
holungen um jeden Preis zu vermeiden, sondern fithre durchaus auch bewuBt dieselbe
Uberlegung mehrfach durch, wenn auch unter verschiedenen Blickwinkeln ; ich glaube,
daB eine derartige Redundanz dem Anfanger mehr dienlich ist als ein abstrakter
» LANDAT-Stil*.

Nun ein paar Worte zum Inhalt des Buches! Ich habe die geometrische Seite sehr
betont; ich habe danach getrachtet, analytische Geometrie nicht einfach als Benen-
nung fiir das Rechnen mit n-Tupeln von Zahlen einzufiihren, sondern an die geome-
trischen Begriffe anzuschlieBen, die von der Schule her bekannt sind. Daher auch der
Abschnitt iiber den synthetischen Aufbau der Geometrie zu Beginn, auf den alles
Weitere, wenigstens im Prinzip, aufbaut. Hieran schlieBt sich die analytische Geome-
trie des ein-, zwei- und dreidimensionalen Raumes an. GroBen Wert lege ich hierbei
auf die saubere Herausarbeitung des Begriffs der Orientierung des Raumes. Mit den
dabei gewonnenen Erfahrungen koénnen spédter in ganz natiirlicher Weise der n-dimen-
sionale Vektorraum und affine Raum axiomatisch eingefiihrt werden.

Nach der Definition des Skalarprodukts (in den niederen Dimensionen auf geome-
trische Weise, spiter im n-dimensionalen Raum mittels der metrischen Fundamental-
form) werden neben die bisherigen (kontravarianten) Koordinaten die kovarianten
Koordinaten gestellt und verwendet. Da von vornherein mit beliebigen Parallelko-
ordinatensystemen gearbeitet wird (Langen- und Winkelmessung gibt es anfangs noch
gar nicht), liegt diese allgemeine Betrachtungsweise auch vollig auf der Hand. Grofen
Wert lege ich iibrigens auf das Arbeiten mit baryzentrischen Koordinaten, womit
gleichzeitig auch recht friih ein Beispiel fiir homogene Koordinaten zur Verfiigung
steht.

Die geometrischen Begriffe spielen auch bei der Behandlung der linearen Algebra
eine wesentliche Rolle. So dienen Matrizen zur Beschreibung linearer Abbildungen, so
daf zum Beispiel das Assoziativgesetz fiir die Matrizenmultiplikation sofort klar ist.



6 Vorwort

Die lineare Algebra wird zunidchst moglichst weitgehend determinantenfrei aufgebaut
(Transformation der Matrizen auf Trapezform, allgemeine Sitze iiber Ldsbarkeit und
Struktur der Lisungen). Behandelt wird hierbei auch die Elementarteilertheorie von
Matrizen und spater im Rahmen der Transformationen von Matrizen hieran anschlie-
Bend die JorpANsche Normalform. Die Einfiihrung der Determinanten wird durch die
Auflésungsformel fiir lineare Gleichungssysteme motiviert. Es wird gezeigt, daB die
explizite Determinantendefinition die hieraus entspringenden abstrakten Forderungen
an einen Determinantenbegriff erfiillt. Diese Charakterisierung wird iibrigens auch
beispielsweise zum Beweis des Larraceschen Entwicklungssatzes herangezogen.

Nach der Bereitstellung der aus der linearen Algebra benétigten Hilfsmittel konnen
dann auch Koordinatentransformationen, affine und lineare Abbildungen betrachtet
werden. Auch hier wird die geometrische Seite in den Vordergrund gestellt.

Mit der Einfithrung einer Metrik wird es mdoglich, auch u. a. Bewegungen, insbe-
sondere Drehungen und orthogonale Matrizen zu untersuchen. In Zusammenhang
damit steht auch die Behandlung quadratischer Formen, wobei neben der obligato-
rischen Hauptachsentransformation auch Definitheitskriterien gegeben und das
SyrvesTERsche Trigheitsgesetz bewiesen werden.

Das Buch schlieBt mit einem Abschnitt iiber Kurven und Fliachen zweiter Ordnung
ab. Neben elementaren Betrachtungen kommen hier auch mehr theoretische Fragen
zur Sprache. Durch die Beseitigung von Ausnahmeféllen wird die Einfithrung des pro-
jektiven Raumes motiviert. Es werden in diesem Zusammenhang die Grundbegriffe
der projektiven Geometrie eingefiihrt und auf die Behandlung der Kegelschnitte und
Quadriken angewendet.

Immer nach mehreren Abschnitten sind Aufgaben in den Text eingestreut, die sich
auf den in den letzten Abschnitten behandelten Stoff beziehen und dem Leser Gelegen-
heit geben, sein Verstdndnis zu iiberpriifen; gelegentlich dienen sie auch dazu, einige
im Haupttext nicht behandelte Begriffe einzufiihren oder Zusammenhénge anzugeben.
Auf die Angabe von Losungen wurde aus praktischen Griinden bewuBt verzichtet.

Es liegt auf der Hand, daB es bei einem Lehrbuch der vorliegenden Art, in dem ein
abgeklirtes Stoffgebiet behandelt wird, in der Regel weder sinnvoll noch méglich ist,
spezielle Quellen anzugeben; auferdem wire dem Anfinger damit wenig gedient. So
ist denn auch die im einleitenden Abschnitt gegebene wertende Literaturzusammenstel-
lung nicht als Quellenverzeichnis aufzufassen (das es gar nicht geben kann), sondern
als Hinweis auf Biicher, die mir unter gewissen Aspekten dem Leser (vor allem dem
Anfinger) als besonders empfehlenswert erscheinen.

Zum SchluB maéchte ich meinem Freund VoLemar WinscxH fiir die kritische Durch-
sicht des Manuskripts und eine Reihe niitzlicher Verbesserungsvorschlage sowie dem
Akademie-Verlag fiir die Aufnahme in die Reihe seiner Mathematischen Lehrbiicher
herzlich danken.

Leipzig, im November 1979 GoNTHER EISENREICH
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A. Allgemeine Vorbemerkungen

Wir wollen uns in dieser Vorlesung mit Geometrie (insbesondere mit analytischer Geo-
metrie) und mit linearer Algebra, einschlieBlich der Theorie der Matrizen und Deter-
minanten, sowie in Zusammenhang damit mit den wichtigsten Dingen aus der Lehre
von den quadratischen Formen befassen. Wir beginnen mit einigen allgemeinen Be-
merkungen zur Abgrenzung des Untersuchungsgegenstandes.

1. Gegenstand der Untersuchung

Geometrie bedeutet Lehre vom Raum und von den ridumlichen Objekten. Urspriinglich
durch die Bediirfnisse der Landesvermessung entstanden, hat sie sich heute durch
Axiomatisierung, Idealisierung und Verallgemeinerung von dieser empirischen Basis
lingst gelost und behandelt zum Teil Fragen, die nur noch entfernt an diesen Aus-
gangspunkt erinnern. Als Beispiel fiir zwei Richtungen der Geometrie, auf deren allge-
meine Einteilang wir hier nicht eingehen kénnen, seien die Elementargeometrie und
die Topologie genannt. In der Elementargeomeirie werden diejenigen Eigenschaften geo-
metrischer Objekte untersucht, die nicht von der Lage im Raum abhéngen, also be-
wegungsinvariant sind, wie zum Beispiel Lingen, Winkel, Flicheninhalte usw. Lait
man auch umkehrbar stetige Deformationen zu, so gelangt man zur Topologie. Der
Begriff der Lange etwa hat hierin keinen Sinn, denn diese kann sich bei stetigen Defor-
mationen (die man bis zu einem gewissen Grade durch die Verzerrung von Gummi
ohne das Auftreten von Rissen veranschaulichen kann) dndern. Trotzdem gibt es Aus-
sagen, die hierbei ungedndert bleiben. Beispielsweise gilt der Eulersche Polyedersatz
fir jedes (etwa konvexe) Polyeder: die Anzahl der Eckpunkte minus Anzahl der
Kanten plus Anzahl der Seiten ist gleich 2; diese alternierende Summe bleibt also un-
geéndert, wenn das Polyeder durch eine (umkehrbar) stetige Abbildung in ein neues
iibergefiihrt wird, sogar dann, wenn dieses krummlinig ist. Ebenso bleibt bei derartigen
Transformationen die Anzahl der Locher, die ein Gebiet aufweist, ungeiindert, des-
gleichen die Eigenschaft einer geschlossenen Kurve, sich stetig auf einen Punkt zu-
sammenziehen zu lassen (die Kurve O, der Abbildung 1 hat diese Eigenschaft, die Kurve
C, nicht). Derartige Eigenschaften (topologische Eigenschaften) sind natiirlich erst
recht auch elementargeometrische Eigenschaften, d. h. Eigenschaften, die bei Bewe-
gungen ungedndert bleiben, aber nicht umgekehrt.

Durch Einfithrung von Koordinaten gelingt es, geometrische Beziehungen auf Be-
ziehungen zZwischen Zahlen zuriickzufiihren. Anliegen der analytischen Geometrie im
weitesten Sinne ist es, die geometrischen Objekte mittels der zZwischen ihren Koordi-
naten bestehenden Beziehungen zu untersuchen. In diesen allgemeinen Rahmen wiirde
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zum Beispiel auch die algebraische Geometrie fallen, die sich unter anderem mit
Mannigfaltigkeiten befaft, deren Punkte (d. h. ihre Koordinaten) gewisse algebraische
Gleichungen befriedigen. Es hat sich allerdings historisch eine engere Auffassung von
analytischer Geometrie herausgebildet, der wir uns im folgenden anschlieffen wollen.
Es werden hierin in der Regel nur solche Gebilde behandelt, die sich durch lineare oder
quadratische Gleichungen beschreiben lassen. Damit haben wir es einerseits mit
Punkten, Geraden, Ebenen und den Beziehungen zwischen ihnen zu tun, andererseits
mit Kurven und Flichen zweiter Ordnung. Parallel dazu werden die hierfiir benétigten
algebraischen Hilfsmittel — auch unabhingig von der Geometrie — untersucht, nam-
lich einerseits lineare Gleichungen und Gleichungssysteme und im Zusammenhang
damit die Lehre von den Matrizen und Determinanten sowie den Vektorriumen und
andererseits die Theorie der quadratischen Formen. Wir werden es uns aber nicht neh-
men lassen, dort, wo es sich anbietet, auch auf etwas allgemeinere algebraische Struk-
turen (das betrifft vornehmlich Gruppen) einzugehen.

ol Erkenntnistheoretisches. Axiomatisierung

Wie bereits gesagt, war die Geometrie urspriinglich eine empirische Wissenschaft, im
Grunde genommen also ein spezieller Zweig der Physik. Damit war zunéchst jede ein-
zelne geometrische Aussage fiir sich empirisch zu bestétigen, galt also nur im Rahmen
der MeBgenauigkeit. Es zeigte sich aber, daB es relativ wenige und dabei leicht verifi-
zierbare Aussagen gibt, aus denen man alle anderen chne neuerlichen Bezug auf die
Wirklichkeit auf rein logischem Wege herleiten kann. Indem man diese Aussagen als
Axiome an die Spitze der Betrachtung stellte, wurde die Geometrie erst als eine eigent-
liche mathematische Wissenschaft maoglich.

Dieser Zug zur Aziomatisierung beherrscht heutzutage die gesamte Mathematik,
dariiber hinaus aber beispielsweise auch die theoretische Physik. Durch die Axiomati-
gierung wird eine Trennung der wissenschaftlichen Betrachtung in einen empirisch
leeren Teil, in dem man rein verstandesmaBig schlieBen kann und von Fragen der MeB-
genauigkeit und dergleichen unabhiéingig ist, und in einen sozusagen physikalisch-
empirischen Teil bewirkt, in dem nur wenige Grundannahmen empirisch iiberpriift
werden miissen. Damit wird eine exakte Wissenschaft iiberhaupt erst moglich. Dariiber
hinaus bietet der axiomatische Aufbau den entscheidenden Vorteil, da8 man nicht auf
die Deutung der Axiome, von der man ausgegangen ist, angewiesen ist, sondern daf
man durch eine andere Interpretation auch auf anderen Gebieten zu neuen Einsichten
gelangen kann.

‘Wir werden im folgenden keinen rein axiomatischen Aufbau der Geometrie geben
kénnen, wollen aber doch wenigstens deutlich werden lassen, wie sich die analytische
Geometrie an den axiomatischen Aufbau der Geometrie anschlieBen 14 8t.
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3. Literatur

Wir wollen im folgenden ein paar Hinweise zur einschligigen Literatur geben, ohne
dabei in irgendeiner Hinsicht Vollstindigkeit anzustreben.

Die meisten Biicher iiber analytische Geometrie enthalten zugleich eine Einfiihrung
in die lineare Algebra. Als schéne Einfithrung, in der neben dem axiomatischen Stand-
punkt auch die geometrische Anschauung zu ihrem Recht kommt, empfehlen wir die
beiden Bénde von E. SrErNER ,Einfiilhrung in die analytische Geometrie und Alge-
bra® (Gottingen 1957). Einen auf grofere Allgemeinheit zugeschnittenen systemati-
schen Aufbau auf axiomatischer Grundlage findet man bei G. PICKERT, ,,Analytische
Geometrie und lineare Algebra® (Leipzig 1953). Eine leichtverstindliche Einfiihrung
in das Gebiet bietet die ,,Einfiihrung in die analytische Geometrie und lineare Algebra“
von S. BREEMER und H. BELENER (Berlin 1966). Hinsichtlich einer stirkeren Beto-
nung des Geometrischen sei auf das Buch von O.-H. KBLLER (,,Analytische Geome-
trie und lineare Algebra®, Berlin 1957) verwiesen. Das unumginglich notwendige
Riistzeug bieten die ,,Elemente der analytischen Geometrie” von G. Bon (Géttingen
1948—49); dieses Buch kann als Vorbereitung zum Studium anspruchsvollerer Werke
benutzt werden. Reich an mathematischen Leckerbissen, fiir den Anfinger aber etwas
sohwer zuginglich ist die ,,Analytische Geometrie“ von W. BLascEkE (Wolfenbiittel/
Hannover 1948; Basel/Stuttgart 1954); aus dem gleichen Grunde ist auch die in der
gleichen Reihe erschienene ,Projektive Geometrie® desselben Verfassers erwihnens-
wert. Den Anschlufl der analytischen Geometrie an das HiLBERTsche Axiomensystem
der Grundlagen der Geometrie, der meist nicht vollzogen wird, ist in den beiden dlteren
Biichern von L. HEFFTER (,,Grundlagen und analytischer Aufbau der Geometrie®,
Leipzig 1950, sowie , Die Grundlagen der Geometrie“, Leipzig 1921) durchgefiihrt.
Eine dltere lesenswerte klassische Darstellung bietet die ,,Einfiihrung in die analytische
Geometrie“ von A.ScHONFLIES (Berlin 1925). Als kurzgedringte, aber gut lesbare
Ubersicht iiber die Geometrie, wenn auch in der Regel ohne Beweise, sei auf den Ar-
tikel ,,Geometrie” von H. Trerz im 2. Band des Handbuchs der Physik (Berlin 1955)
hingewiesen. Dariiber hinaus sei noch das Buch , Einfithrung in die Geometrie” von
G. Has6s (Leipzig 1970) genannt, das neben einer Einfithrung in die elementare ana-
lytische Geometrie der Ebene und des Raumes und in die elementare Vektorrechnung
eine ausfithrliche Behandlung der Elementargeometrie mit genauen Beweisen bietet,
die gut zur Erginzung bzw. zur Auffrischung des Mathematikunterrichts in der Schule
herangezogen werden kann, und das sich dariiber hinaus durch eingehende Motivie-
rungen und Hinweise auf mdgliche Fehlschliisse auszeichnet. SchlieBlich méchten wir
noch speziell zur weiterfiihrenden Beschaftigung mit der Vektorrechnung auf das 1971
vom Autor im Teubner-Verlag Leipzig erschienene Biichlein , Vorlesungen iiber Vek-
tor- und Tensorrechnung® aufmerksam machen,

Speziell zur linearen Algebra seien noch die ,,Einfiithrung in die lineare Algebra“ von
H..J. KowavLsky (Berlin 1971), die ,,Determinanten und Matrizen“ von R. KoCHEN-
DORFFER (Leipzig; Stuttgart 1970), das Biichlein von H. W. E. JuNa iiber ,Matrizen
und Determinanten® (Leipzig 1948) sowie das entsprechende Buch von F. NE1ss
»Determinanten und Matrizen™ (Berlin 1971) genannt. Hinweisen mdéchten wir ins-
besondere auf das schéne Biichlein von W. GROBNER ,,Matrizenrechnung® (Mannheim
1966).

Wer sich tiefere Kenntnisse aus der Mengenlehre aneignen will, von der wir hier
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freilich nur die Grundbegriffe benétigen, kann dazu die beiden Bande ,,Allgemeine
Mengenlehre“ von D. Krava (Berlin 1970 und 1969) heranziehen ; eine kiirzere Einfiih-
rung ist vom gleichen Verfasser in der Reihe Wissenschaftliche Taschenbiicher beim
Akademie-Verlag Berlin erschienen. (Eine kurze Darstellung findet man auch in dem
Goschenheft ,Mengenlehre® von E. KAMEE [Berlin 1962].)



B. Logische Grundbegriffe.
Mengen. Abbildungen. Relationen

Bevor wir zur eigentlichen Geometrie iibergehen, miissen wir erst noch einige immer
wieder gebrauchte Grundbegriffe und Sprechweisen kennenlernen. Wir beginnen mit
einigen logischen Grundbegriffen.

1. Logische Grundbegriffe

In der Mathematik haben wir es fort wihrend mit 4ussagen zu tun, sprachlichen Satzen,
die entweder wahr oder falsch sind. Aus derartigen Aussagen werden nach den Regeln
des logischen Schlieens neue hergeleitet. Diese Regeln griinden sich nur auf den
Wahrheitsgehalt der Aussagen, nicht auf die speziellen Behauptungen, die darin aus-
gesprochen werden.

Wenn 4 und B Aussagen sind und mit 4 stets auch B wahr ist, so sagen wir, die
Aussage B folgt aus der Aussage A, oder, B ist notwendige Bedingung fiir A (wenn B
falsch ist, kann ndmlich A nicht wahr sein), oder auch, 4 ist hinreichende Bedingung fiir
B (die Wahrheit von A reicht aus, um auf die Wahrheit von B schlieBen zu kénnen).
Zur Abkiirzung wollen wir diesen Sachverhalt formal durch einen Pfeil kennzeichnen
und 4 =B oder auch B<=4 hierfiir schreiben.

Ist 4 sowohl hinreichend als auch notwendig fiir B, ist also mit 4 gleichzeitig auch
B wahr und mit B gleichzeitig auch 4 wahr, so sagen wir, 4 sei notwendig und hin-
reichend fiir B, oder, 4 gilt dann und nur dann, wenn B gilt, oder auch, 4 ist (dem
Wahrheitsgehalt nach) gleichbedeutend mit B. Statt dann und nur dann sagen wir kiir-
zer auch genau dann. In Zeichen driicken wir diesen Sachverhalt durch einen Doppel-
pfeil ans: A< B.

Beispielsweise ist dafiir, dafl eine reelle Zahl Quadrat einer natiirlichen Zahl ist,
notwendig, daB sie positiv ist, aber dies ist nicht hinreichend ; fiir das Verschwinden
eines Produkts zweier reeller Zahlen ist notwendig und hinreichend, dal} einer der
Faktoren Null ist.

Aus zwei Aussagen A, B lassen sich durch Verkniipfung mit und bzw. oder neue Aus-
sagen gewinnen. Unter 4 und B (in Zeichen 4 A B) verstehen wir die Aussage, die ge-
nau dann wahr ist, wenn sowohl A4 als auch B wahr ist, in jedem anderen Falle also
falsch ist. Unter A oder B (in Zeichen AV B) wird die Aussage verstanden, die genau
dann wahr ist, wenn wenigstens eine der beiden Aussagen 4, B wahr ist; kurz, AV B
ist genau dann wahr, wenn 4 oder B wahr ist, wobei oder im nichtausschliefenden

2 Eisenreich
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Sinne gebraucht wird (das Zeichen V ist die Abkiirzung fiir die lateinische Ubersetzung
vel des nichtausschlieBenden Oder). SchlieBlich wollen wir durch Uberstreichen die
Negation einer Aussage ausdriicken : 4 (nicht A oder auch non A4) ist eine Aussage, die
genau dann wahr ist, wenn A falsch ist.

2. Mengen

2.1. Mengenbegriff

Wir werden es im folgenden immer wieder mit Mengen von gewissen Objekten zu tun
haben. Wir stellen uns auf den Standpunkt der naiven Mengeniehre und sehen den
Begriff der Menge als einen Grundbegriff an, der nicht weiter definiert, sondern héch-
stens umschrieben werden kann (auf eine axiomatische Charakterisierung des Mengen-
begriffs verzichten wir). Unter einer Menge wollen wir also eine Gesamtheit gewisser
Objekte verstehen, die wir Elemente der Menge nennen. Wir kénnen also beispiels-
weise von der Menge der Apfel in einem Korb, der Menge der reellen Zahlen, der Menge
der Punkte im Raum oder der Menge der Punkte und Geraden in der Ebene sprechen.
Entscheidend ist fiir uns nur, da$ von jedem méglichen Objekt der Betrachtung fest-
steht, ob es der Menge angehort oder nicht. Auflerdem ist natiirlich zu fordern, daf3 von
zwei Objekten !) feststeht, ob sie gleich oder verschieden sind (die Objekte miissen also
unterscheidbar sein). (Es sei darauf hingewiesen, dal} es wegen dieser Forderung der
Unterscheidbarkeit zum Beispiel problematisch sein kann, von der Menge der Elektro-
nen eines Atoms oder Molekiils zu sprechen.) Die Tatsache, dal # Element der Menge
M ist, driicken wir aus durch x¢ M (¢ ist das Zeicken der Elementbeziehung).

Eine Menge konnen wir dadurch angeben, daB wir ihre Elemente durch eine (ge-
schweifte) Klammer zusammenfassen. So ist beispielsweise {z, y} die aus den Ele-
menten z und y bestehende Menge, {2} die einelementige Menge, die nur aus einem
Element z besteht. Diese Bezeichnung laBt sich sinngemal verallgemeinern ; soist z. B.
{1,2,3, ...} die Menge aller natiirlichen Zahlen, {1, 2, . . . , n}, worin = eine natiirliche
Zahl ist, die Menge der natiirlichen Zahlen, die kleiner oder gleich n sind.

Zwei Mengen M und M’ heiflen genau dann gleick, wenn sie im naiven Sinne gleich
sind (aus genau denselben Elementen bestehen), d. h., wenn jedes Element der einen
Menge auch Element der anderen Menge ist und umgekehrt, in Zeichen:

(M =M'yo[(ze M)o(@eM)] .

Eine Menge 4 heilt Uniermenge (oder Teilmenge) der Menge B, wenn jedes Element
von A auch Element von B ist, wenn also aus z ¢ 4 stets z¢ B folgt (s. Abb. 2). Dabei

Abb. 2

1) Wenn wir von zwei Objekten oder dergleichen sprechen, so ist in der Regel zugelassen,
daB es sich zweimal um dasselbe Objekt handelt. Ein analoger Sprachgebrauch ist in
allgemeineren Fallen iblich.
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ist die Gleichheit der beiden Mengen nicht ausgeschlossen. Die Tatsache, dal A
Untermenge von B ist, driicken wir dadurch aus, daB wir A< B oder auch Bo A4
schreiben. Wir kénnen also sagen, daBl die Menge A genau dann gleich der Menge B
ist, wenn 4 Untermenge von B und gleichzeitig B Untermenge von 4 ist, in Zeichen:

(A=B)e[(Ac B)A(Bc 4)].

Ist A Untermenge von B, aber nicht gleich B (gibt es also in B ein nicht in 4 enthal-
tenes Element), so sprechen wir von 4 als von einer echten Untermenge von B.

Wir erwdhnen, daBl neben der Bezeichnung 4 c B zur Bezeichnung dessen, dall 4
Untermenge von B (in B enthalten) ist, auch die Bezeichnungen A< B oder AC B
iiblich sind, wihrend dann das Zeichen < die Gleichheit ausschlieBt, also zur Kenn-
zeichnung der echten Untermengen dient. Wir ziehen unsere Bezeichnungswahl vor,
einmal deshalb, weil dadurch die haufiger vorkommende Situation mit dem einfache-
ren Zeichen versehen wird, zum anderen auch deshalb, weil sie dem Sprachgebrauch
Untermenge entspricht, bei dem ja auch die Gleichheit nicht ausgeschlossen ist. Um zu
kennzeichnen, dall 4 echte Untermenge von B ist, miissen wir dann gegebenenfalls
zusitzlich das Ungleichheitszeichen + verwenden.

2.2, Operationen mit Mengen

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, aus gegebenen Mengen neue zu bilden. Wenn 4
und B zwei Mengen sind, so versteht man unter der Vereinigungsmenge A\J B von 4
und B die Menge derjenigen Objekte, die Elemente von 4 oder (im nicht ausschlieflen-
den Sinne) von B sind (Abb. 3):

(x€¢ AU B)e[(x€d)V(x¢€B)],

und allgemeiner unter | J M; die Menge der Objekte, die wenigstens einer der Mengen M ;
angehoren. '

@

Abb. 3 Abb. 4

Unter dem Durchschniit AN B der Mengen A und B versteht man die Menge derjeni-
gen Elemente, die sowohl A als auch B angehodren (Abb. 4); in Zeichen:

(x€ AN B)«[(zed)A(zeB)].

Allgemeiner versteht man unter dem Durchschnitt mehrerer Mengen M; die Menge
derjenigen Elemente, die gleichzeitig allen M, angehéren, was analog zur Vereinigung

i

etwa fir s=1,..., » mit (M, bezeichnet wird.
§=1

g8
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Bei der Bildung des Durchschnitts zweier Mengen 4, B kann nun ein Fall eintreten,
den wir bislang nicht bedacht haben; es kann nidmlich sein, daB kein Element von 4
zugleich Element von B ist, so dafl wir im urspriinglichen (naiven) Sinne nicht von
einer Menge A N B sprechen kénnen. Um diesem Umstand Rechnung zu tragen, fiihrt
man ganz formal den Begriff der leeren Menge ein, die kein einziges Element enthilt
und mit @ (oder auch mit 4) bezeichnet wird, und sagt im vorliegenden Fall, der Durch-
schnitt von 4 und B sei leer (gleich der leeren Menge): 4 N B=0 (4 und B heilen dann
auch digjunkt oder elementefremd). Da der Durchschnitt von Mengen stets in jeder der
beteiligten Mengen enthalten ist, hat man die leere Menge @ als Untermenge jeder
Menge anzusehen.t)

Bildet man die Menge derjenigen Elemente der Menge A, die nicht zugleich der
Menge B angehéren, so erhilt man die Differenz A\B von 4 und B (Abb. 5):

(@€A\B) e[z A) A (@¢ B)]

(das Zeichen ¢ stellt die Negation von € dar, driickt also aus, dall etwas nicht Element
von einer gewissen Menge ist). Wir haben zur Bezeichnung der Differenz den schrigen
Strich und nicht das Minuszeichen — gewahlt, weil es sich bei den Mengen zum Bei-
spiel um reelle Zahlen handeln kann und dann unter der Differenzmenge nicht etwa
die Menge der aus den reellen Zahlen bildbaren Differenzen gemeint ist.

Abb. 5

Die von uns betrachteten Mengen sollen stets als Untermengen in einer fest vorge-
gebenen Obermenge M, aufgefalit werden, die wir dann als Allmenge bezeichnen. Das
kann z. B. die Menge der reellen Zahlen, die Menge der Punkte des Raumes o. &. sein.
Gewdihnlich kénnen wir auf die explizite Angabe der Allmenge verzichten, da diese in
der Regel aus dem Zusammenhang hervorgehen wird.

Die Differenzmenge My\4 heibt dann auch die Komplementirmenge der Menge A
(Abb. 6) und wird von uns mit 4 bezeichnet werden (iiblich sind auch die Bezeich-
nungen A’ und CA). 4 besteht also aus genau denjenigen Elementen (der Allmenge),
die nicht in 4 enthalten sind:

zcAdoxdd.

1) Diese Konvention steht in Einklang mit der Verabredung, einen Satz als richtig anzu-
sehen, wenn er gegenstandslos ist, d. h., wenn es kein Objekt gibt, das die Voraussetzun-
gen des Satzes erfillt. Die Aussage, daB ein Element der leeren Menge einer gegebenen
Menge angehért, ist aber gegenstandslos, da es kein solches Element gibt, also ist jedes
Element der leeren Menge in der gegebenen Menge enthalten, die leere Menge selbst also
Untermenge jeder anderen Menge.
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Als letzte Moglichkeit, von einer Menge A zu einer neuen Menge zu gelangen, wollen
wir den Ubergang zur Menge aller Untermengen von A nennen. Diese Menge stellt die
sog. Potenzmenge von A dar und wird mit 84 oder auch mit 24 bezeichnet. Ist bei-
spielsweise 4 die zweielementige Menge {1, 2}, so besteht ‘f4 aus 4 Elementen: der
leeren Menge @ (die ja in jeder Menge als Untermenge enthalten ist), den beiden ein-
elementigen Mengen {1} und {2} (die begrifflich von den Elementen 1 und 2 zu unter-
scheiden sind) sowie der Menge A selbst als unechter Teilmenge.

2.3. Rechenregeln

Da weder beim Durchschnitt noch bei der Vereinigung eine bestimmte Reihenfolge
der beiden Mengen ausgezeichnet ist, sind diese Verkniipfungen kommutativ, d. h., es
gilt fiir beliebige Mengen 4, B das Kommutativgesetz

AUB=BUA, ANB=BNA.

(AU B)UC besteht definitionsgemiB aus den Elementen, die in 4 U B oder in C
liegen, 4 U B dagegen aus denen, die zu 4 oder B gehéren. (4 U B) UC besteht also aus
denjenigen, die zu 4 oder zu B oder zu C gehoren, ist also gleich der Vereinigung von 4,
B und C. Zu demselben Resultat gelangt man offensichtlich, wenn man 4 U(BUQ)
bildet. Analog kann man fiir den Durchschnitt schlieBen. Daher gelten die beiden
Assoziativgesetze (die Durchschnitts- und Vereinigungsbildung sind assoziativ):

(AUB)UC=4U(BUC), (ANB)NC=4AN(BNC).

Etwas interessanter ist die Tatsache, daf fiir beliebige Mengen 4, B, C auch die
beiden Distributivgesetze

AN(BUC)=(ANB)UANC),
AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

gelten. (Wenn man vereinbart, dal das Zeichen N analog wie die Multiplikation re-
eller Zahlen gegeniiber der Addition stirker bindet als das Zeichen U, kann man auf der
rechten Seite der ersten Gleichung und auf der linken Seite der zweiten Gleichung die
Klammern weglassen. Damit steht in Einklang, da man statt 4 N B auch kiirzer A B
schreibt und den Durchschnitt auch als [mengentheoretisches] Produkt, die Vereini-
gungsmenge als [mengentheoretische] Summe bezeichnet.)

Wir begniigen uns hier mit dem Beweis der ersten Gleichung und iiberlassen den
Beweis der zweiten Gleichung dem Leser als Ubungsaufgabe. Der Beweis ist typisch fiir
Beweise dieser Art und stiitzt sich auf die auf S. 19 gegebene Charakterisierung der
Gleichheit zweier Mengen: um die Gleichheit zweier Mengen nachzuweisen, hat man
lediglich zu zeigen, daf jede dieser Mengen in der anderen enthalten. ist. Wir bezeich-
nen die linke Seite der Gleichung zur Abkiirzung mit L, die rechte mit R und wihlen
ein beliebiges Element z aus L. Nach Definition des Durchschnitts ist dann

(@we L) @cA)A(@e BUC),

und der zweiten Inklusion zufolge besteht auf alle Fille eine der beiden Beziehungen
x€ B oder €, wihrend in jedem Falle z€ 4 ist. Im ersten Falle ist also x€ 4 N B, im
zweiten z€.A4 N0, auf jeden Fall demnach x€ R und damit L c R.
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Gehen wir umgekehrt von einem Element 2 € R aus, so mufl der Definition der Ver-
einigung zufolge € 4 N B oder € 4 NC sein. Im ersten Falle ist also sowohl 2€ 4 als
auch z€ B, im zZweiten sowohl € 4 als auch 2€C, auf alle Fille also x€ A und xée BUC
und somit z€ L, also R< L. Daher mufl L = R sein.

In bezug auf die Komplementirmengenbildung gilt fiir beliebige Mengen M trivialer-
weise M =M (zweimaliger Ubergang zur Komplementirmenge gibt die urspriingliche
Menge wieder), denn nach Definition ist

TE ﬂ?amﬁﬁﬁzéﬂ i

In Zusammenhang mit dem Durchschnitt bzw. der Vereinigung gelten fiir beliebige
Mengen 4, B die sog. de Morganschen Regeln:

ANB=4AUB, AUB=ANB.

Wir beweisen wieder nur die erste Gleichung und iiberlassen den Beweis der zweiten
dem Leser. Wir bezeichnen die linke Seite der Gleichung mit L, die rechte mit R und
withlen ein 2¢€ L. Wegen der Aquivalenzen

r€eLorx¢dANBe(x¢d)V(x¢ B)
e@xecA)V(xeB)ercAUB=R

ist dann x auch in R enthalten, also Lc R. Umgekehrt folgt aus denselben Aquiva-
lenzen, wenn man sie in der anderen Richtung liest, aus x¢ R wieder x€ L, also auch
Rc L. Daher mufl L= R sein.

Auf Grund der pE MorcaNschen Regeln kann man, statt einen komplizierteren, aus
Vereinigungen und Durchschnitten gebildeten Ausdruck vollstandig zu iiberstreichen,
auch bloB seine einzelnen Glieder iiberstreichen, wenn man dafiir statt M iberall U
und statt U iiberall N schreibt. Wegen M = M kommt man dabei mit héchstens einer
Uberstreichung aus. Auf Grund der Distributivgesetze kann man obendrein noch jeden
nur mittels Durchschnitts- und Vereinigungsmengenbildung erzeugten Ausdruck als
eine Vereinigung von lauter Durchschnitten oder als einen Durchschnitt von lauter
Vereinigungen schreiben. i

Den pE Morganschen Regeln zufolge kénnen wir uns iibrigens beim Beweis der
beiden Kommutativgesetze, der beiden Assoziativgesetze und der beiden Distributiv-
gesetze auf jeweils eines beschrinken. Wenden wir namlich auf das Kommutativgesetz

ANB=BNA
die Operation des Uberstreichens an, so folgt
AUB=ANB=BNA=BUA4,

also das Kommutativgesetz fiir die Vereinigungsmengenbildung der Mengen 4 und B,
und da die Mengen A und B ganz beliebig waren, sind es auch die Mengen 4 und B (um
ganz formal das Gesetz fiir 4 und B zu erhalten, brauchte man ja bloB von 4 und B
statt von 4 und B auszugehen).

Ebenso erhilt man aus dem Assoziativgesetz der Durchschnittsbildung

(ANB)NC=A4N(BNC)
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durch Uberstreichen das Assoziativgesetz der Vereinigung:

(AUB)UC={ANB)NC=4AN(BNC)=AU(BUC)

und aus dem Distributivgesetz
AN(BUC)=(ANBUANC)

das andere Distributivgesetz

AUBNC)=AN(BUC)=(ANBUANC)=(AUB)N(AUC),

ausgesprochen fiir die gleichfalls beliebigen Mengen 4, B, C.

Durch Anwendung der Operation des Uberstreichens folgt, daB jede mittels der
Zeichen U und N gebildete allgemeingiiltige (d. h. bei beliebiger Wahl der darin ein-
gehenden Mengen richtige) Gleichung zwischen Mengen A; wiederum in eine allge-
meingiiltige Beziehung iibergeht, wenn man darin iiberall die Zeichen U und N aus-
tauscht. Das ist das sog. Dualititsprinzip der Mengenlehre. (Ein anderes Dualitéts-
prinzip werden wir spéter in der projektiven Geometrie kennenlernen (s. S. 279).)

Aufgaben

1. a) Beweise: Fir beliebige Mengen My, M,, M, gilt
MU (M2 N M) =(M{UM,) N (M UMs,),
M,\UM,=M,NM,.

b) A, B, C seien Aussagen. Beweise, dall die Aussagen
A V(B AC) und (4 VB)A(4V0),
m und AAB

dquivalent sind (d. h., daB sie jeweils beide gleichzeitig wahr oder gleichzeitig falsch
sind).
¢) Beweise, daB a) bei geeigneter Interpretation der Aussagen 4, B, C aus b) folgt.

2. a) Driicke die Differenz A\B durch U, N und -~ aus.
b) Beweise: AAB =(A U B)\(4 N B) (4 bezeichnet dabei die sog. symmetrische Differenz:

AAB =(4\B)U(B\4)).

8. a) Zeige, daB die Bildung der symmetrischen Differenz assoziativ [(44 B)AC = AA(BACY)]
und mit der Durchschnittsbildung distributiv ist [(44B) NC=(4NC)4(BNC)].
Zeige, daB die symmetrische Differenz mehrerer Mengen gleich der Menge derjenigen
Elemente ist, die genau in einer ungeraden Anzahl der Mengen enthalten sind.

T (0 0 o g A ST gL vl
(AIAQA:;UA!AEA‘U " UA.R_2A”_1A“H P \ bZW.U A.lAz - A“ = }

(Den Durchschnitt haben wir hierbei kiirzer als Produkt geschrieben; die Operatio-
nen \ und Uzwischen den Klammern sind der Reihe nach auszufithren.)

4. Vergleiche die folgenden Mengen miteinander:
a) (AUB)N(4AUCcuUuB)NC,
b) (ANB)U{ANnCNBUC,
c) (A\B)N(BUCQC).
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6. Charakterisiere die Elemente z, fiir die die folgenden Bedingungen zutreffen:
a) 2¢((4\B)NC)UB,
b) z¢((ANB\C)NA4,
c) ze(AUBNC NA und gleichzeitig zd4 NBNCO
d) #€(4\B) N(B\C) .
6. Driicke die folgenden Mengen durch die Mengenoperationen aus:
a) die Menge der Elemente, die in genau einer der Mengen 4, B, C enthalten sind,
b) die Allmenge,
¢) die leere Menge,

d) die Menge der z, fiir die eine der folgenden Moglichkeiten zutrifft: 2€4 und ¢ B;
x¢C; z¢A und z€C.

3. Abbildungen

3.1. Grundbegriffe

Wird jedem Element einer Menge A (genau) ein Element einer Menge B zugeordnet, so
ist damit eine (eindeutige) Abbildung von 4 in B gegeben, die wir etwa mit f bezeichnen
wollen. Symbolisch driicken wir dies durch einen Pfeil aus, indem wir schreiben:

j: A-+B oder auch A5 B.

Um anzugeben, daf bei der Abbildung f das Element x¢ 4 in das Element y ¢ B iiber-
geht, schreiben wir dann auch

f:x—y oder xlifry.

Wenn es uns nicht auf den Namen der Abbildung (hier f) ankommt, kénnen wir ihn
auch weglassen. Die Menge 4, die abgebildet wird, heiflt Definitionsbereich oder Vor-
bereich der Abbildung, die Menge der Bilder, die bei der Abbildung erhalten wird (also
Untermenge von B ist), der Wertevorrat oder Nachbereich der Abbildung.

Wir erhalten beispielsweise eine Abbildung der Menge der reellen Zahlen in die Menge
der reellen Zahlen, indem wir jeder Zahl ihr Quadrat als Bild zuordnen, was wir auch
elementeweise durch die Pfeilschreibweise x> 22 ausdriicken kénnen. In diesem Falle
ist die Menge aller reellen Zahlen der Definitionsbereich und die Menge der nichtnega-
tiven reellen Zahlen der Wertevorrat.

Statt Abbildung sagt man auch Funktion, diese beiden Begriffe sind also im Grunde
genommen synonym ; die Benennung Funktion wird vor allem gebraucht, wenn es sich
um Abbildungen reeller oder komplexer Zahlen handelt, die Benennung Abbildung da-
gegen dann, wenn es um allgemeinere Mengen geht.

Zwei Abbildungen f und g in B heifien genau dann gleick, wenn sie denselben Defini-
tionsbereich A haben und ihre Wirkung auf jedes Element von A dieselbe ist. Man
beachte insbesondere, dafl zur Gleichheit zweier Abbildungen (Funktionen) die Gleich-
heit der Definitionsbereiche gefordert wird. Betrachte ich zum Beispiel eine auf der
Menge A definierte Funktion f nur auf einer (echten) Untermenge A’ von 4, so erhalte
ich eine neue Funktion f’, die die Einschrinkung von f auf A’ heifit und gewéhnlich mit
f | 4» bezeichnet wird. Wenden wir die fiir Funktionen gewohnte Schreibweise f(x) fiir
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das Bild des Elements x bei der Abbildung f an, so ist also f'(x) = f(z) fiir alle x€ 4’ (und
fiir andere « ist {" nicht definiert).

Eine Funktion ist erst dann definiert, wenn neben der Zuordnungsvorschrift ihr
Definitionsbereich festgelegt ist. Das gilt auch fiir Abbildungen, die durch elementare
Funktionen ausgedriickt werden konnen, beispielsweise a2 oder a—+sin z. Die hierin
auf der rechten Seite stehenden Ausdriicke x? oder sin « haben zwar fiir belicbige reelle
Zahlen z einen Sinn, trotzdem gehort aber strenggenommen auch hier zur Definition
der betreffenden Funktionen die Angabe des Definitionsbereiches hinzu. Héaufig ver-
zichtet man aber stillschweigend auf die explizite Angabe des Definitionsbereichs, wenn
es wie in diesen Beispielen einen gewissermafien ,natiirlichen” Definitionsbereich
gibt, im vorliegenden Falle etwa die Menge der reellen Zahlen. (Uberhaupt ist zu be-
denken, da} die Definition einer Funktion nicht etwa an die Angabe eines analyti-
schen Ausdrucks wie in den obigen Beispielen gebunden ist, sondern durch eine ganz
»wilde“ Zuordnungsvorschrift gegeben sein kann.)

3.2, Surjektive, injektive, bijektive Abbildungen

Ist bei der Abbildung f von 4 in B jedes Element von B Bild von wenigstens einem
Element von 4, so nennen wir f eine Abbildung von 4 auf B. Eine solche Abbildung
heifit auch surjektiv oder eine Surjekiion. Beispielsweise ist die oben betrachtete Ab-
bildung 222 eine Abbildung der Menge der reellen Zahlen a uf die Menge der nichtne-
gativen reellen Zahlen, dagegen lediglich eine Abbildung in die Menge aller reellen
Zahlen.

Ist jedes Element von B Bild von hichstens einem Element von 4 (ein solches Ele-
ment heifit Urbild seines Bildes in B), so sprechen wir von der (eindeutigen) Abbildung
von A in B als von einer eineindeutigen Abbildung von A4 in B, einer injekiiven Abbil-
dung oder einer Injektion von 4 in B. Es sei ausdriicklich darauf hingewiesen, daf das
Wort injektiv also mehr verlangt, als es vermuten laft, es handelt sich um mehr als
um eine Abbildung in. Zum Beispiel ist die durch die Vorschrift z+>22 gegebene Ab-
bildung der Menge der positiven Zahlen in sich injektiv, dagegen nicht die durch die-
sclbe Vorschrift gegebene Abbildung der Menge aller reeller Zahlen auf die Menge der
nichtnegativen reellen Zahlen oder in die Menge der reellen Zahlen.

Ist eine (cindeutige) Abbildung f von 4 in B zugleich surjektiv und injektiv, handelt
es sich also bei f um eine eineindeutige Abbildung von A4 auf B, so nennen wir f auch
eine bijektive Abbildung oder eine Bijekiion. So wird beispiclsweise durch die Vorschrift
22 eine bijektive Abbildung der Menge der nichtnegativen reellen Zahlen auf sich
definiert. Eine bijektive Abbildung von 4 auf B ist dadurch charakterisiert, daB jedes
Element von B genau ein Urbild in 4 besitzt.

Zu einer bijektiven Abbildung f von 4 auf B kann man eine Abbildung f~1 von B
auf 4 finden, die die Wirkung von f gerade riickgingig macht, indem man f~1(y) bei
beliebiger Wahl von y aus B gleich demjenigen (eindeutig bestimmten) = aus 4 setzt,
fiir das f(x) =y ist. Diese Abbildung ist dann offensichtlich eine Bijektion von B auf 4.
f~1 heillt Umkehrabbildung (Umkehrfunkiion) oder inverse Abbildung zu f.

Da sich eine injektive Abbildung f von 4 in B nur darin von einer Bijektion unter-
scheidet, daf} ihr Wertevorrat nicht mit ganz B iibereinzustimmen braucht, handelt es
sich bei einer Injektion von A in B stets um eine Bijektion von A auf eine gewisse
Untermenge B’ von B. Man kann daher auch in diesem Falle eine Umkehrabbildung
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f~1von f definieren, und zwar stellt f~1 eine Bijektion von B’ auf 4 dar. (Eine derartige
Abbildung einer Untermenge B’ von B in eine Menge 4 nennt man auch eine Abbil-

dung aus Bin 4.)

3.3. Zusammensetzung von Abbildungen. Diagramme

Es sei f eine Abbildung von 4 in B und g eine Abbildung von B in C, was wir kurz
durch das Diagramm

AL BS o

zum Ausdruck bringen kénnen. Das Diagramm sagt aus, dall der Wertevorrat von f
im Definitionsbereich von g enthalten ist. Durch die Nacheinanderausfiihrung der
Abbildungen f und ¢ erhalten wir eine zusammengesetzte Abbildung kh: A —~C, die wir in
der Form eines Produkts von f und g mit einem Kringel o als Verkniipfungszeichen
schreiben: A=gof und durch ihre Wirkung

(go =) =g(f(x)) fir zcd

definieren. Dieses Verkniipfungsgesetz legt auch die gewihlte Reihenfolge der , Fak-
toren“ f und ¢ nahe. (Héitten wir fiir das Bild eines Elements z bei einer Abbildung o
stattdessen die exponentielle Schreibweise x° gewithlt, so wiire es besser gewesen, fiir die
Zusammensetzung zweier Abbildungen ¢ und z [erst o, dann 7] ot zZu schreiben, damit
x°% = (2°)* wird ; diese Schreibweise hat iiberdies den Vorteil, besser der Reihenfolge der
Abbildungen in den Diagrammen zu entsprechen, die iiblicherweise auch von links
nach rechts gelesen werden.) Wenn keine Verwechslungsgefahr besteht, werden wir
statt go f auch kiirzer gf schreiben, wobei nur darauf zu achten ist, daB (gf)(x) natiirlich
im allgemeinen nicht gleich dem Produkt der Funktionswerte g(z) und f(z) ist, falls
diese Werte und ebenso ihr Produkt iiberhaupt definiert sind.

Handelt es sich bei der Abbildung f von 4 in B um eine Bijektion, so konnen wir
demnach die inverse Abbildung f~1 von B in 4 als diejenige Abbildung g von B in 4
charakterigsieren, fiir die gof die identvsche Abbildung id, von 4 auf A4 ist, die alles
festlaBt:

flof=id, , id @)=z firalle xzcAd.

Ebenso siecht man sofort, daB fo f~1 die identische Abbildung id, von B auf B ist. Wir
erkennen hieran zugleich, daB die , Multiplikation“ von Abbildungen im allgemeinen
nicht kommutativ ist, denn schon f~tof ist etwas anderes als fof~1. AuBerdem kann
man nicht beliebige Abbildungen miteinander multiplizieren, sondern nur solche, fiir
die die eingangs genannte Bedingung erfullt ist.

Dagegen st die Multiplikation von Abbildungen stets assoziativ, d. h., wenn ein Dia-
gramm von Mengen und Abbildungen vorliegt :

VILS . L0, 1ty ) T
80 ist
ho(gof)=(hog)of .



3. Abbildungen 27

Da es sich namlich auf beiden Seiten dieser Gleichung um eine Abbildung von 4 in D
handelt, haben wir zum Be weis dessen nur noch nachzuweisen, dafl ihre Wirkungen
auf ein beliebiges Element x von 4 gleich sind. Auf Grund der Produktdefinition ist
aber (wir lassen die Kringel der Kiirze halber weg):

[(gh (@) =R((gh)(=) =k(g(f=))) ,

und ebenso erhilt man

[(h)f1(x) = (hg) ({(2)) = A(g(f(2))) ,

die beiden Bilder sind also in der Tat gleich. Wir kénnen daher bei der Multiplikation
von Abbildungen auf eine Beklammerung verzichten.

Wir merken noch die unmittelbar zu bestitigende Aussage an:

Ezxistiert fiir gegebene Abbildungen f, g, h das Produkt (hg)f, so existiert auch das Pro-
dukt h(gf) (und die beiden Produkte sind wegen der Assoziativitdt der Multiplikation
von Abbildungen gleich). AuBerdem bestitigt man sofort fiir umkehrbare Abbildungen
die Aussage (fg)~1=g"1"1.

Hat ein Diagramm von Mengen und Abbildungen die Eigenschaft, daB man auf
verschiedenen Wegen, die von einer Menge in Richtung der Pfeile zu einer anderen
fithren, immer zum selben Ergebnis gelangt, so nennt man das Diagramm kommutativ.
So ist zum Beispiel das Diagramm

a4l p
) Yo
4’ > B
7
genau dann kommutativ, wenn gf =g¢'f’ ist. Bei komplizierteren Diagrammen kann man
durch die Eigenschaft der Kommutativitit eine ganze Reihe von Gleichungen zwischen
zZusammengesetzten Abbildungen zum Ausdruck bringen. Aullerdem braucht man,
wenn man diese Sprechweise verwendet, den im Diagramm auftretenden Abbildungen
nicht notwendig Namen zu geben.
In der Sprache der kommutativen Diagramme kénnen wir zum Beispiel sagen:

Das Produkt gf zweier Abbildungen f: A~ B und g: B—C ist diejenige Abbildung
h: A -+C, die das Diagramm

B

17 N
ATG

kommutativ macht. Die Umkehrabbildung f~! einer bijektiven Abbildung f: A+ B
ist diejenige Abbildung g: B—+ 4, die das Diagramm
B
Pl |
4 — A
3

kommutativ macht, worin ¢=id, die identische Abbildung von 4 auf 4 ist.
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34. Graph einer Funktion. Kartesisches Produkt

Von der Schule her ist der Begriff der graphischen Darstellung (des Graphen) einer
Funktion bekannt. Man erhilt sie dadurch, dal man in der Ebene nach Wahl eines
senkrechten Achsenkreuzes, der x- Achse und der y- Achse, iiber jedem Punkt « auf der
x-Achse in der Hohe f(x) (die gleich dem Wert der Funktion f an der Stelle x ist) einen
Punkt auftragt; die Menge dieser Punkte bildet dann eine , Kurve“, das Kurvenbild,
die graphische Darstellung oder den Graphen der Funktion f (Abb. 7). In Kenntnis des
Kurvenbildes kann man offenbar umgekehrt sofort wieder die Funktion rekonstru-
jeren.

y-Achse

x-Achse

-

Abb. 7

Wenn wir von der anschaulichen Darstellung des Graphen absehen und die ganze
Konstruktion auf ihren logischen XKern reduzieren, so stellen wir folgendes fest. Jeder
Kurvenpunkt wird durch seine beiden Koordinater x und y eindeutig bestimmt und
bestimmt umgekehrt diese Koordinaten cindeutig, er kann also durch das Paar (z, y)
eindeutig charakterisiert werden. Ferner gehort zu jedem Paar reeller Zahlen (z, v),
als z- bzw. y-Koordinate aufgefafit, ein Punkt der Ebene. Die Kurve (und damit die
Funktion) ist also eindeutig bestimmt, wenn man die Menge derjenigen Paare (z, y)
kennt, die Kurvenpunkten entsprechen.

Damit ist nahegelegt, wie man den Begriff der graphischen Darstellung auf beliebige
(eindeutige) Abbildungen f einer Menge 4 in eine Menge B verallgemeinern kann, Man
bildet dazu die Menge aller geordneten Paare (a, b) von Elementen ¢ aus A und b ausB
(geordnet heillt dieses Paar deshalb, weilesaufdie Reihenfolge der Elemente ankommt :
man mul} wissen, was das erste Element und was das zweite Element des Paares ist).
Zwei solche Paare (a, b) und (a’, b’) sehen wir genau dann als gleich an: (a, b) = (a’, b'),
wenn sie fiirs Auge gleich sind, d. h., wenn a=a’ und zugleich b=5%" ist. Die Menge
dieser Paare heifit das kartesische Produkt von A mit B und wird mit 4X B bezeichnet.

In dem kartesischen Produkt A B zeichnen wir nun die Untermenge derjenigen

Paare (a, b) aus, fiir die ar’> b, also b=f(a) gilt. Diese Untermenge heiit dann der
Graph der Funktion f. Es ist offensichtlich, dafl das eine Verallgemeinerung des klassi-
schen Begriffs der graphischen Darstellung einer Funktion darstellt. Insbesondere
wird der Graph der identischen Abbildung id,: 4 —A durch die Untermenge aller
Paare der Form (a, a) mit a€ A gegeben.

Umgekehrt ist jede Untermenge F von AX B Graph einer Funktion, wenn sie die fol-
gende Eigenschaft hat: Zu jedem a€ A gibt es genau ein (d. h. ein und nur ein) b€ B mat
der Eigenschaft (a, b) € F. Die dadurch bestimmte Funktion f wird dann gerade dadurch
festgelegt, daB sie jedem a € A dasjenige b€ B zuordnet, fir das (a, b) € F ist, es ist also
F in der Tat der Graph von f.
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Die Abbildung f ist surjektiv, wenn zu jedem b€ B ein a€ 4 mit (a, b) € F existiert;
injektiv, wenn zu jedem b€ B hochstens ein a € A mit (o, b) € F existiert ; und bijektiv,
wenn zu jedem b€ B genau ein a€ 4 mit (e, b) € F existiert.

Wenn die Funktion f umkehrbar ist, also jede Parallele zur z- Achse das Kurvenbild
hochstens einmal schneidet, erhilt man die graphische Darstellung der auf dem Werte-
vorrat von f definierten Umkehrfunktion f~1 bekanntlich dadurch, dafl man die gra-
phische Darstellung von f an der Winkelhalbierenden der Achsen spiegelt oder, was auf
dasselbe hinausliuft, das Kurvenbild von f selbst als iiber der y-Achse aufgetragenes
Kurvenbild von f~1! deutet. Entsprechend einfach bekommt man im allgemeinen Falle
den Graphen F' der Umkekrfunktion f~1einer bijektiven Funktion f als Menge der Paare
(b, a), fiir die das Paar (a, b) im Graphen der Funktion f liegt. Der Ubergang zur Um-
kehrfunktion driickt sich also einfach in der Vertauschung der beiden in den geordne-
ten Paaren stehenden Elemente aus.

Die Bildung der Menge der Paare gibt uns auch die Maglichkeit, ganz allgemein eine
beliebige (also auch mehrdeutige)!) Abbildung f: 4 - B rein mengentheoretisch zu
definieren. Wir brauchen dazu lediglich eine Untermenge F des kartesischen Produkts
AX B auszuzeichnen und kénnen dann sagen, ein Element @ wird durch f auf diejeni-
gen b¢ B abgebildet, fiir die das Paar (a, b) in F liegt. Damit f auf ganz A definiert ist,
f also eine Abbildung von 4 in B definiert, haben wir lediglich zu fordern, daB es zu
jedem a ¢ A mindestens ein be B mit (a, b) € F gibt. Anderenfalls wiirden wir auf diese
Weise eine Abbildung aus 4 in B erhalten. Das stellt eine sozusagen mehr statische
Auffassung einer Abbildung dar gegeniiber der dynamischen als Zuordnung, auf
Grund derer wir urspriinglich den Funktionsbegriff eingefiihrt haben.

4. Relationen und Operationen

Die Elemente einer Menge M kénnen in vielerlei Beziehung zueinander stehen. Es
kann sein, daB eine Abbildung f von M in M erklirt ist, so dal man danach fragen
kann, ob ein gegebenes Element « von M ein gegebenes Element b von M zum Bild
hat oder nicht. Man kann zwei Elemente a, b danach untersuchen, ob sie gleich sind
oder nicht. Bei reellen Zahlen kann a=b sein oder nicht. Es kénnen aber auch Bezie-
hungen etwa zwischen drei Elementen bestehen. So kann man etwa fragen, obzwischen
3 reellen Zahlen @, b, ¢ die Beziehung a+ b =c¢ oder die Bezichung ab=c besteht. All
diese mdglichen Beziehungen lassen sich mit dem Begriff der Relation erfassen.

4.1. Biniire Relationen

Ebenso wie der Graph einer Funktion wird eine Relation (genauer: eine zweistellige oder
bindre Relation, weil es sich dabei jeweils um eine Beziehung zwischen zwei Elementen
handelt) R auf einer Menge M durch eine (gleichfalls mit R bezeichnete) Untermenge
des kartesischen Produkts M?2=Mx M festgelegt ; zwei (in dieser Reihenfolge genom-
mene) Elemente a und & von M stehen genau dann in der Beziehung R zueinander,
wenn das geordnete Paar (a, b) zur Untermenge R gehort. Das bringt man auchdadurch

1) Die im folgenden betrachteten Abbildungen werden dagegen stets (auch ohne besonde-
ren Hinweis) als eindeutig vorausgesetzt.
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zum Ausdruck, daB man aRb schreibt. Diese Schreibweise entspricht dem iiblichen
Vorgehen, wenn es sich etwa um die Gleichheitsrelation (=) oder die Kleinerrelation
(=) handelt.

Da eine zweistellige Relation in genau derselben Weise durch Paare erklirt ist wie
der Graph einer Funktion, konnen wir sie etwa fiir den Fall, daB M die Menge der re-
ellen Zahlen ist, auch in derselben Weise graphisch darstellen, indem wir das Paar
(a, b) als Koordinaten eines Punktes der zy-Ebene auffassen und alle die Punkte ein-
tragen, die Paaren (a, b) entsprechen, die in der Relation R stehen (in Abb. 8 fiir die
Relationen = in a) und <in b) dargestellt).

i 4 Abb. 8

Eine Abbildung f einer Menge 4 in eine Menge B lafit sich stets auch als eine spezi-
elle (bindre) Relation auf der Vereinigungsmenge M =4 U B auffassen, die wie oben
bereits durch eine Menge von Paaren (a, b) mit a€ A4, b¢ B (also aufgeden Fall a, be M)
gegeben wird. Der Begriff der Relation ist also allgemeiner als der der Abbildung.

Wir wollen einige spezielle Arten binirer Relationen untersuchen.

Wir nennen die Relation R auf M reflexiv, wenn a Ra fiir alle a ¢ M gilt, alle Elemente
von M also zu sich selbst in der Relation R stehen. Die Gleichheitsrelation = sowie
die Relation = auf der Menge der reellen Zahlen haben beispielsweise diese Eigen-
schaft, denn es gilt stets a=a und e =a, desgleichen die auf der Potenzmenge P(A4)
der Menge A definjerte Relation B der Inklusion (fiir Untermengen U, V von 4 gilt
genau dann URV, wenn U < V). Dagegen hat die Kleinerbeziehung auf der Menge der
reellen Zahlen nicht diese Eigenschaft, denn es gilt nicht a<a.

Die Relation R auf M heiflt symmetrisch, wenn mit aRb stets auch dRa gilt. Die
Gleichheitsbeziehung = ist symmetrisch, die Beziehung = oder < jedoch nicht.

Die Relation R auf M heillt transitiv, wenn aus aRb, b Re stets aRc folgt. Die Gleich-
heitsrelation sowie die Relationen =, < und < sind offensichtlich transitiv.

Schliefilich nennen wir eine Relation R auf M antisymmetrisch, wenn aus aBb und
b Ra stets a =b folgt. Die Gleichheitsbeziehung besitzt trivialerweise diese Eigenschaft,
ebenso die Relation =. Fiir die Inklusion < bedeutet sie im wesentlichen gerade die
Definition der Gleichheit von Mengen.

Wichtig sind vor allem gewisse Kombinationen dieser Eigenschaften. Eine Relation,
die zugleich reflexiv, symmetrisch und transitiv ist, heiBt auch eine Agquivalenzrela-
tion. Hierunter fallt die gewohnliche Gleichheitsrelation. Mit derartigen Relationen
werden wir uns gleich noch ausfiihrlicher befassen.

Eine Relation, die zugleich reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist, heiBt eine
Ordnungsrelation (oder genauver Halbordnungsrelation), weil sie ahnliche Eigenschaften
wie die Ordnung der reellen Zahlen der Grofle nach hat, Hierunter fallt trivialerweise
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wieder die Gleichheitsrelation, ferner die Relation = und die Inklusionsbeziehung c.
Letztere zeigt gleichzeitig, daB im Falle einer (Halb-) Ordnungsrelation R nicht zwi-
schen zwei Elementen a, b stets eine der Beziehungen a b oder b Ra zu bestehen braucht,
es kann auch unvergleichbare Elemente geben (zwei Untermengen einer festen Menge
brauchen nicht die Eigenschaft zu haben, daf eine davon in der anderen enthalten ist).

4.2.  Aquivalenzrelationen

Der Begriff der Aquivalenzrelation stellt eine Verallgemeinerung des primitiven Gleich-
heitsbegriffs dar und ist fundamental fiir die gesamte Mathematik, ja fiir die Wissen-
schaft iiberbaupt. Jegliche Begriffsbildung beruht auf dem Begriff der Aquivalenz,
indem namlich stets von gewissen (im betreffenden Zusammenhang) als unwesentlich
angesehenen Eigenschaften abgesehen wird, die Dinge in gewissem Sinne unscharf
angesehen werden; man hat nur zu verlangen, daf} dabei wieder ein sinnvoller schwi-
cherer Gleichheitsbegriff herauskommt, und das liuft gerade darauf hinaus, Reflexi-
vitiat, Symmetrie und Transitivitit zu verlangen. Der Begriff der Aquivalenzrelation
spielt nicht nur in der Wissenschaft, sondern bereits bei den elementarsten Gegeben-
heiten des tédglichen Lebens eine Rolle: Wenn ich von einem Stuhl oder einem Apfel
schlechthin spreche, meine ich nicht einen individuellen Stuhl oder Apfel, sondern ich
sehe alle diese Objekte, die iiblicherweise den Namen Stuhl oder Apfel tragen, als
gleich an; die damit erhaltene Gleichheitsbeziehung ist in der Tat reflexiv, symme-
trisch und transitiv. Eine noch schwichere Aquivalenzrelation erhalte ich, wenn ich
den Begriff Obst bilde, also Apfel, Birnen, Pflaumen usw., kurz alles, was man als
Obst bezeichnet, als gleich betrachte.

Mit dem Begriff der Aquivalenzrelation ist eng der Begriff der Aquivalenzklasse
verbunden. Ist namlich auf einer Menge M eine Aquivalenzrelation R erklirt, so
kénnen wir zu jedem Element e € M die Untermenge M, aller derjenigen Elemente b
von M bilden, die dguivalent zu a sind, d. h. in der Relation R zu a stehen. (Zur Kenn-
zeichnung einer Aquivalenzrelation verwenden wir gern auch ein Zeichen, das éhnlich
aussieht, wie das gewohnliche Gleichheitszeichen, und schreiben daher statt aRb
auch etwa a=b.) Wir erhalten damit eine Zerlegung von M in disjunkte Untermengen
(d. h. in Untermengen, deren paarweise Durchschnitte leer sind). Das soll heiBlen,
die Menge M st Vereinigungsmenge von Untermengen M, 2 M =|JM,, wobes der Index a

a
eine gewrvsse Indexmenge durchliuft, und zwei verschiedene solche Mengen M, sind
elementefremd.

Zum Beweis bemerken wir, dall jedes Element von M sicher in einer der oben
mit M, bezeichneten Mengen enthalten ist; das Element a € M gehort namlich sicher
zur Untermenge M,, da a=a gilt (hierbei haben wir die Reflexivitit ausgeniitzt).
Es ist also M =|JM,, wenn wir hierbei die Vereinigungsmengenbildung iiber alle

a
a € M erstrecken. Wir brauchen somit nur noch zu zeigen, dafl die zu zwei Elementen a,
b€ M gehorigen Mengen M, und M, entweder disjunkt sind oder iiberhaupt zusammen-
fallen; dann erhalten wir nimlich die gewiinschte Zerlegung von M in der Form
M= UM o> Wenn wir hierin die Vereinigungsmengenbildung nur iiber alle paarweise

@
verschiedenen Mengen M, erstrecken. Es mégen also etwa M, und M, ein Element
¢€M gemeinsam haben, d. h. a=c und b=c. Wegen der Symmetrie der Aquivalenz-
relation ist dann auch ¢ =b und daher der Transitivitit zufolge auch ¢ =b und somit



