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I. Teilbarkeitseigenschaften

§ 1. Der Ring der ganzen Zahlen

Gegenstand der elementaren Zahlentheorie sind in erster
Linie die natiirlichen Zahlen 0,1, 2,3,4.... Die axioma-
tische Grundlegung der Lehre von den natiirlichen Zahlen
ist indes nicht Aufgabe der Zahlentheorie. Fiir sie stehen
Existenz der natiirlichen Zahlen und ihre Hauptverkniip-
fungsarten, Addition und Multiplikation, mit ihren Gesetzen
schon fest. Auch die Erweiterung des Bereichs der natiir-
lichen Zahlen zum Bereich der ganzen Zahlen . .., — 3, — 2,
—1,0,1,2,3,... mit seinen Gesetzen der Anordnung und
Rechnung wird als vollzogen angesehen. Wir wollen alles
zusammenstellen, was wir von den ganzen Zahlen als be-
kannt voraussetzen, und zwar in einer Form, die eine axio-
matische Grundlegung der Lehre von den ganzen Zahlen
andeutet. Dabei haben wir gleichzeitig Gelegenheit, spater
hiufig auftretende Begriffe zu erklaren.

A. Definition der natiirlichen Zahlen

1. Die natiirlichen Zahlen bilden eine Menge Z von unter-
schiedenen Elementen. Je zwei ihrer Elemente a, b sind entweder
identisch, @ = b, oder voneinander verschieden, a = b.

2. Je zwei verschiedene Elemente a, b aus Z stehen zueinander
in einer durch ,,vor* oder ,kleiner ausgedriickten Beziehung
derart, daB entweder ,,a vor b* oder ,,b vor a* gilt.

Fiir ,,a vor b schreiben wir ¢ < b. Die Schreibweisen a << b
und b > a sollen dasselbe bedeuten, und a < b ist eine abkiirzende
Schreibweise fiir ,,a < b oder a = b*.

3. Wenn fiir Elemente aus Z die Beziehungen ¢ < bund b < ¢
gelten, dann gilt auch a < c.

Die Elemente aus Z erfiillen die Forderungen, die man an eine
geordnete Menge stellt.

4, Die Menge Z besitzt ein erstes, allen vorangehendes Ele-
ment, die Null.
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5, Zu jedem Element aus Z gibt es ein unmittelbar folgendes
Element.

6. Jeder echte Abschnitt von Z besitzt ein letztes Element.

Dabei verstehen wir unter einem Abschnitt von Z jede Teil-
menge von Z, die mit irgendeinem Element auch jedes kleinere
enthiilt, und unter einem echten Abschnitt einen solchen, der
weder leer noch die volle Menge Z ist.

Die natiirlichen Zahlen bilden eine geordnete Menge Z mit den
drei Eigenschaften 4., 5., 6. Das ist eine der méglichen Definitionen
der natiirlichen Zahlen.

Endlich heiBt eine Menge, die auf einen echten Abschnitt der
natiirlichen Zahlenreihe umkehrbar eindeutig abbildbar ist.

B. Sitze iiber die natiirlichen Zahlen

1. Satz vom kleinsten Element: Jede nicht leere Menge
von natiirlichen Zahlen hat ein kleinstes Element.

2. Prinzip der vollstindigen Induktion: Isi eine Be-
hauptung fiir die Zahl 0 richtig und folgt aus ihrer Richiigkeit
fiir alle natiirlichen Zahlen v’ mat n’ < n (oder auch nur fiir n)
ihre Richtigkeit fiir die auf n unmittelbar folgende Zakhl, so
18t die Behauptung fir jede natiirliche Zahl richtig.

8. Anzahlsatz: Verschiedene Abschnitte der natirlichen Zahlen-
rethe haben verschiedene Anzahlen, d. h. es lassen sich ihre Elemente
auch aufler der Rethenjfolge nicht gegenseitig eindeutig zuordnen.

4. Dirichletsches Schubficherprinzip: Verfeill man
n Dinge auf m Klassen und ist m < n, so kommen in irgend-
einer Klasse mindestens zwei Dinge vor.

C. Die negativen Zahlen

Zur Einfithrung der negativen Zahlen wird der natiirliche Ord-
nungstypus, den wir auch in der Form + 0, + 1, + 2, ... schrei-
ben, erginzt zum symmetrischen Ordnungstypus

cee—38,—2,—1,40,+1,4+2,+3,....
Die neuen Elemente — m, wo m eine natiirliche Zahl ist, sind von-
einander und von den alten Elementen verschieden, abgesehen
von — 0 = -+ 0. Die Gesamtheit der alten und neuen Elemente,
die Gesamtheit der ganzen Zahlen, wird geordnet durch
—n<<—m<—0=4+0< +m< +n

fiir alle natiirlichen Zahlen m, » mit 0 << m < n, wodurch eben
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der symmetrische Ordnungstypus entsteht. Die Forderungen, die
man an eine geordnete Menge stellt, sind erfiillt.

Diese so geordnete Reihe I” der ganzen Zahlen besitzt folgende
kennzeichnende Eigenschaften:

1. Jedes Element hat ein unmittelbar vorangehendes und ein
unmittelbar folgendes Element.

2. Jeder echte Abschnitt besitzt ein letztes, jeder echte Rest
ein erstes Element.

Dabei verstehen wir unter Rest jede Teilmenge von I, die mit
irgendeinem Element auch jedes gréBere enthilt, und unter einem
echten Rest einen solchen, der weder leer noch gleich I ist.

Man nennt jetzt eine ganze Zahl a > 0 positiv, ein a < 0
negativ und bezeichnet als absoluten Betrag |a| die natiirliche
Zahl n, fiir die @ = + n oder a = — n ist.

D. Der Ring der ganzen Zahlen

In der geordneten Menge I" der ganzen Zahlen lassen sich
zwei Verkniipfungsarten erkliren, die gewissen Gesetzen
geniigen. Die Menge I" wird damit zum Ring I". Die Er-
klarung der Verkniipfungsarten setzen wir als bekannt voraus.
Wir geben aber eine Definition des allgemeinen Ringes.
Seine Elemente besitzen gewisse, gleich anzugebende Eigen-
schaften; von einer inhaltlichen Bedeutung wird abgesehen.

Ein Ring ist eine Menge R von mindestens zwei unter-
schiedenen Elementen, fiir die zwei Verkniipfungsarten
definiert sind. Jedem geordneten Elementepaar a, b aus B
ist durch die erste Verkniipfung ein Element ¢ und durch
die zweite Verkniipfung ein Element 4 aus B zugeordnet.
Die erste Verkniipfung nennen wir Addition und schreiben
a+b=rc und die zweite Verkniipfung Multiplikation,
a*b=d.

Von diesen beiden Verkniipfungen wird verlangt, daB sie
fiir beliebige Elemente aus R folgenden Gesetzen geniigen:

l.a+b=>b+a, 2. ab = ba (Kommutalivgeselze);
3. (@+b)+e=at b+ o),

4. (ab)ec = a(be) (Assoziativgesetze);

5. (a4 b)e = ac+ be (Distributivgesetz).
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6. Zu jedem geordnelen Elementepaar a, b aus R existiert ein
eindeuttg bestimmies Element ¢ aus R, so daff a + ¢ = b ist
(Gesetz der unbeschrinkien und eindeuligen Substraktion).

Aus diesen Gesetzen kénnen die bekannten Regeln des
Buchstabenrechnens hergeleitet werden, ohne da8 den auf-
tretenden Zeichen eine inhaltliche Bedeutung beigelegt wird.

Man spricht auch von einem Ring, wenn die Giiltigkeit des
Kommutativgesetzes der Multiplikation nicht gefordert wird.
Den hier definierten Ring nennt man dann kommutativen Ring.

E. Monotoniegesetze

Fiir die ganzen Zahlen gelten folgende Gesetze:

1. Esist a + ¢ << b + ¢, wenn a < b ist ( Monotoniegesetz
der Addition).

2. Es st ac < be, wenn a << bund ¢ > 0 ist { Monotonie-
gesetz der Multvplikation).

Insbesondere gilt ab >0, wenn ¢ >0 und b > 0 ist.
Allgemein gilt a b == 0, wenn a == 0 und & 5= 0 ist. In 7 ist
ein Produkt von zwei Faktoren dann und nur dann gleich
Null, wenn mindestens ein Faktor gleich Null ist. Daraus
folgt sofort die

Eindeutigkeit der Division: Ausad =abd und a==0
folgt b = b'. Anders formuliert: Die’ Gleichung a x = ¢ be-
sitzt fiir a == 0 hochstens eine Losung.

Ist fiir @ == 0 die Gleichung a x = ¢ in I” 16sbar, so liegt
eine Besonderheit vor, die uns ausfiithrlich beschiftigen
wird. Wir sagen dann, da ¢ durch a teilbar ist.

Einen Ring, in dem ein Produkt von zwei Elementen nur
dann gleich 0 ist, wenn mindestens ein Faktor gleich 0 ist,
bezeichnet man als ,,Ring ohne Nullteiler*. In ihm ist die
Gleichung @ z = ¢ bei a == 0 auf hochstens eine Weise losbar.
Denit aus a x = a 2’ folgt a (x — ') =0 und wegen der
Nullteilerfreiheit # — 2’ = 0. Gibt es auBerdem in dem
Ring ¢in ,,Einselement* e, so da8 a e = a fiir alle Elemente a
des Ringes ist, so bezeichnet man den Ring als Integri-
titsbereich. Der Ring I” der ganzen Zahlen ist Integritits-
bereich.
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§ 2. Teilbarkeit, Primzahlen, Fundamentalsatz

Wir wenden uns jetzt der Teilbarkeitslehre im Integritits-
bereich I" zu. Alle vorkommenden kleinen lateinischen Buch-
staben sollen Zahlen aus I" bedeuten. Wir nennen die Zahl a
durch b teilbar oder ein Vielfaches von b, wenn die Gleichung
a = b z losbar ist. Zugleich heiBt b ein Teiler von a oder eine
in a aufgehende Zahl. DaB b ein Teiler von a ist, bezeichnen
wir durch bl a; das (regenteil bezeichnen wir durch b t a.
Fiir die Teilbarkeit gelten folgende Beziehungen, die un-
mittelbar aus ihrer Definition und den Eigenschaften von
I folgen:

+ala, +1|a, a]0 fir jedes a,

Ola nur fira =0, a| +1 nurfiira = +1,

aus ¢|b urd b|a folgt ¢|a,

aus by | a,, by|a, folgt b,b,|a,a,,

aus cb|ca folgt bfa, wenn ¢ =0,

aus b|a,, b|a, folgt b| ma, + na, fir beliebige m, n,
aus b|a und a|b folgt b = 4 a.

Jedes a hat die trivialen Teiler+ 1,4-a. Gilt ¢ | a, so nennt
man ¢ einen wesentlichen Teiler von a, wenn { & - 1 ist, und
einen echlen Teiler von a, wenn t== 4 a ist. Besteht fiir
a= 0 die Gleichung @ =be, also auch die Gleichung
|af=|b]|lel, so folgt |b|={a]|. Jedes a==0 hat also
nur endlich viele Teiler. Es gibt Zahlen, die nur triviale
Teiler besitzen: 4 1,4 2,4+ 3,4+ 5,.... Da fiir jedes a
aus I" eine der beiden Zahlen -+ @ eine natiirliche Zahl ist
und mit b|a auch —b|a gilt, beschrinken wir uns fiir
Teiler und Vielfache auf den Bereich der natiirlichen Zahlen.

Wir stellen uns die Aufgabe, fiir eine gegebene natiirliche
Zahl n>1 eine Darstellung als Produkt von moglichst
vielen Faktoren, die alle grofer als eins sind, aufzusuchen.
Zu diesem Zweck teilen wir die natiirlichen Zahlen n > 1 ein:

Eine natiirliche Zahl p heifft Primzahl, wenn p > 1 st
und nur triviale Terler besttzt.

Die iibrigen natiirlichen Zahlen % > 1 heilen zusammen-
gesetzte oder zerlegbare Zahlen.
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Satz 1: Jede natiirliche Zahl a > 1 bestitzt mindestens einen
Primteiler.

Beweis: Die Menge aller natiirlichen Teiler £ > 1 von a ist
nicht leer, denn a { a.'In ihr gibt es ein kleinstes Element g.
Gilt nun p | ¢, so folgt p | a. Da ¢ der kleinste wesentliche
Teiler von a ist, folgt p = ¢, wenn p > 1 ist. Also ist ¢ ein
Primteiler von a.

Die Menge der Primzahlen ist entweder endlich, d. h. auf
einen echten Abschnitt der natiirlichen Zahlenreihe abbild-
bar oder sie ist unendlich und auf die ganze natiirliche Zah-
lenreihe abbildbar. Wir beweisen mit Euklid

Satz 2: Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis: Ist g eine Primzahl, in der mit 2, 3, 5, 7 beginnen-
den natiirlichen Reihenfolge etwa die n-te, ¢ = p,, so
bilde man das Produkt P = p, p, . . . p, der ersten n Prim-
zahlen bis ¢. Der, kleinste wesentliche Teiler von P -+ 1 ist
dann eine neue Primzahl r > ¢. Denn r ist ein Primteiler
von P + 1, und alle Primzahlen p,, p, ..., Pn = ¢ gehen
in P, aber, weil sie groBer als 1 sind, nicht in P 4 1 auf.
Also haben wir in r eine Primzahl > ¢, und daraus folgt die
Existenz einer unmittelbar auf ¢ folgenden Primzahl. (Das
ist nicht notwendig r.)

Die Bedeutung der Primzahlen fiir den multiplikativen
Aufbau der natiirlichen Zahlen zeigt der Satz von der ein-
deutigen Primzerlegung, der Fundamentalsatz der elemen-
taren Zahlentheorie.

Satz 3: Jede natiirliche Zahl a > 1 ist als Produkt von

Primzahlen darstellbar:

1) a=p Pp... 0 (52 1)

Die Darstellung 1ist, abgesehen von der Reihenfolge der Fak-
toren, eindeutsg.

Beweis: Die Aussagen der Existenz und der Eindeutigkeit
sind fiir 4 = 2 richtig. Wir setzen voraus, daB beide Aus-
sagen fiir alle a’, wo 2 < a’ < a ist, zutreffen,

Die Existenz einer Zerlegung in Primfaktoren folgt nun
fiir jedes a = 2 daraus. daB a einen kleinsten Primteiler
besitzt. Entweder ist @ = p selbst Primzahl, womit eine
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Zerlegung gegeben ist, oder es besitzt eine Zerlegung a = p,a’
mit dem kleinsten Primteiler p; von a und 1<<a' <<a.
Nach Induktionsvoraussetzung besitzt a’ eine Primzerlegung
und damit auch a.

Dieser Beweis liefert zugleich ein bestimmtes Verfahren,
eine Zerlegung fiir ¢ zu gewinnen. Man spaltet vom iibrig-
bleibenden Faktor a’ wieder den kleinsten Primteiler p, ab,
a’ = pya”’, und wiederholt dieses Verfahren, bis nur noch
ein Primfaktor iibrigbleibt. So erhélt man eine bestimmte
Zerlegung a = p; Py . . . Pg, undzwar ist py < P = -+ = P,
Denn hitte in einer Teilzerlegung a = p, ... p,f der Rest-
faktor f einen Primteiler p <C p,, so wire auch p|p,f und
somit p, nicht der kleinste Teiler von p, f. Man braucht also
fiir die Zerlegung von f nur Primzahlen p = p, daraufhin zu
untersuchen, ob sie in f aufgehen. Es geniigen solche, deren
Quadrat f nicht iibersteigt; denn soll f = p h zerlegbar sein,
und ist p? > £, so ist h ein Teiler von f mit der Eigenschaft
k% < p. FaBit man in dieser Zerlegung gleiche Primzahlen
zu Potenzen zusammen, so erhilt man die kanonische Zer-
lequng von a:

(@) a=py p3t... o

mit p; << py<<+ -+ < p, und positiven Exponenten. — Diese
Zerlegung nach aufsteigenden Primfaktoren besagt aber
noch nicht die Eindeutigkeit der Zerlegung (1) iiberhaupt.

Wir beweisen jetzt die Eindeutigkert nach Zermelo. An-
genommen, die Primzerlegung sei nicht fiir alle a eindeutig.
Dann gibt es eine kleinste Zahl m, die wenigstens zwei ver-
schiedene Zerlegungen besitzt. Eine Zerlegung ist die ka-
nonische Zerlegung. In ihr kommt der kleinste Teiler ¢ von
m vor; dadurch ist sie eindeutig bestimmt. Dennin m = g k
gibt es fiir k, da k << m ist, genau eine Zerlegung. Hat man
eine zweite Zerlegung, eine Zerlegung mit dem Primteiler p,
s0 ist p > ¢; sei m = pl. Jetzt bilde man
®) m =m—ql=(p—gl
Wegen p>q und 1= 2 ist 2= m' < m, und m’ ist ein-
deutig zerlegbar. Nun ist

m = q(k—1.
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Wegen der eindeutigen Zerlegbarkeit von m’ kommt also ¢
in der Zerlegung der rechten Seite von (3) vor. Da I nur
Primteiler hat, die grdBer als ¢ sind, tritt ¢ in der Zerlegung
von p —q auf. Aus p —q = ¢r folgt p = ¢ (r + 1). Das
ist ein Widerspruch zur Primzahleigenschaft von p. —
Also hat auch m nur eine Zerlegung.

Der Fundamentalsatz gibt uns Aufschluf} iiber simtliche
Teiler einer Zahl a, wenn ihre Primzerlegung (2) bekannt ist.
Alle Zahlen
4) m=p p3...p7mit 0= ¢ =g
und nur diese sind Teiler von a. Daf diese m Teiler von a
sind, ist klar. DaB andere Primteiler als p,,..., p, in der
Zerlegung eines Teilers ¢ von a nicht vorkommen, folgt aus
dem Fundamentalsatz. Und schlieBlich treten in der Zer-
legung eines Teilers ¢ keine Exponenten ¢; > a; auf; denn
sonst hatten wir etwa
py !
daraus wiirde der Widerspruch p,|p3" ... p;r folgen. Die
Anzahl aller Teiler von g einschlieBlich @ und 1 ist daher

(5) t(n) = (a, + 1) (e + 1)...(a, + 1),

dem Produkt der Zahlen, die angeben, wieviel Méglich-
keiten fiir das cinzelne ¢; bestehen.

|t|a und damita = p}* o,

§ 3. GroBter gemeinsamer Teiler,
kleinstes gemeéinsames Vielfaches
‘Wir fragen jetzt nach den natiirlichen Zahlen, die zugleich
Teiler von zwei positiven Zahlen a und & sind. Die ver-
schiedenen Primzahlen, die entweder Teiler von a oder von
b sind, seien p;, Py, ..., . Dann lassen sich a und b ein-
deutig in folgender Form schreiben:
a=pr pt... P,
(6) [ S
=D P... 0"
Hier sind die «, und §; natiirliche Zahlen, dic gleich 0 sind,
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wenn p; in der Zerlegung von a oder b nicht vorkommt.
Damit eine Zahl ¢ zugleich die Zahlen a und b teilt, ist nach
(4) notwendig und hinreichend, daf ¢ die Form

t=p2 pseeepr

hat, wo gleichzeitig 0 < ;< «; und 0=, < B; erfiillt
sind. Die gréBte unter diesen Zahlen hat die Exponenten
t; = min (o, B;); sie ist ein Vielfaches jedes gemeinsamen
Teilers von a und b. Damit gilt

Satz 4: Zu zwei]positiven Zahlen a und b gibt es eine und
nur eine positive Zahl d mit den beiden Eigenschaften:
1. d|a, d|b, 2. aus t|a, t|b folgl t|d und umgekehrt. Sie ist der
grofte gemeinsame Tetler der Zahlen a und b und wird mit
d = (a,b) bezeichnet.

Aus diesen beiden Eigenschaften folgt schon, ohne daB
die Primzerlegung herangezogen wird, die eindeutige Be-
stimmtheit von 4. Denn wenn 4’ auch 1. und 2. erfiillt,
folgt d'|d und d|d’, also d' = d.

Der gr. g. T. von mehr als zwei positiven Zahlen, auch
von unendlich vielen, wird entsprechend definiert: d =
S )

Erginzend definieren wir (ay, as, ..., a,) fir den Fall,
daB ein a; = 0 ist. Man streiche alle a; = 0 und bilde den
gr.g. T. fir die iibrigen Zahlen, falls es solche gibt; sonst
wird (a,, @, . . ., ay) = 0 gesetzt. Auch fiir diese Ergédnzungen
treffen 1. und 2. zu. Dagegen ist (0, 0,. . ., 0) nicht mehr der
gr.g. T. im Sinhe der Anordnung.

Die Frage nach den gemeinsamen natiirlichen Vielfachen
zweier positiven Zahlen ¢ und b ist in analoger Weise zu
beantworten. Schreiben wir wieder a und b in der eben ver-
wendeten Form, so hat eine Zahl v, die zugleich Vielfaches
von a und b ist, offensichtlich die Gestalt

v=py Py ... P
wo die v; gleichzeitig v; = a;, v; = b; erfiillen. Das kleinste
derartige v hat die Exponenten v; = max (e, §;) und ist
ein Teiler aller gemeinsamen Vielfachen von @ und 4. Damit
gilt
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Satz 5: Zu zwev natiirlichen Zahlen a und b ¢gibt es eine
und nur eine positive Zahl e mit den beiden Eigenschaflen:
1. ale, ble, 2. aus a|v, b|v folgt e|v und umgekehri. Sie ist das
kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen a, b und wird mal
[@, b] bezeichnet.

Das kl. g. V. von mehr als zwei, aber endlich vielen Zahlen
wird entsprechend definiert.

Durch die Eigenschaften 1. und 2. ist e eindeutig fest-
gelegt.

Fiir beliebige ganze a; sollen das kl. g. V. und der gr. g. T.
eingefiihrt werden durch die Forderung, daB sie sich nicht
dndern, wenn ein a; durch — a; ersetzt wird. Im iibrigen
werden als gemeinsame Vielfache und Teiler nur die natiir-
lichen betrachtet.

Aus den Definitionen des gr. g. T. und kl. g. V. ergeben
sich ohne Schwierigkeiten folgende Rechenregeln bei be-
liebigen ganzen a; und ¢:

(@, ..., a,) und [ay, ..., a,] sind unabhdngig von der
Reihenfolge der a;,
(alw'w an) = (‘117 (az, L) an))a [ap---, an] = [(11, [aza--wan]]:
(tay, ..., ta) = |t] (ay, ..., Qp), [tay, ..., tan] = [E]{ay, ..., 0],
(@gy @y e ) | (Bg, oves @), @15 ooy n] | [g) g -+ Bn]s
(0,815 vy @n) = (@y, ooy @)y [, 0qy ooy 0] =[aq, ..., an],
(1,ay, ..., 0,)=1,{0,ay,...,a,] = 0.

Diese Regeln sind fiir die Bestimmung des gr. g. T. und
kl. g. V in konkreten Féllen oft von Nutzen.

Zwischen dem kl. g. V. und dem gr. g. T. zweier natiir-
licher Zahlen besteht die Beziehung

ab = (a,b) [a, b]

durch welche die Bestimmung des kl. g. V. auf die Bestim-
mung des gr.g. T. zuriickgefiithrt wird. Sie istenthaltenin dem

Satz 6: Fir 4 =a,q, =050, = - = a,4, = 0 gult
A= (a0 @) [ @) = [y - os 0] @ - -0 G).
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Beweis: Fiir A = 0 folgt die Behauptung unmittelbar
aus unseren Definitionen. Fiir 4 4= 0 schreiben wir unter
Verwendung des Produktzeichens

r ’
A=I p, 0= II 9%, 6. = vI_rII By
Dann ist
(ayy ...yan) = IT pf”, = min (&yyy +.-» Any),
[ay, ...,a,] = IT p, s & = MaX (0t «.., Opy),
@y --v ) = IT p,, v, &, = min 0ty = Oty +evy Xy— Gpy),
(41, - @n] = JT P2, €= Max (dty— 0ypy +.vy Ty — Otny).

Wegen min (o, — oy, ..., &y~ Olyy) = 0, —INAX (Uyy, ..., Ayy)
und max (oc,, — Gy eens oc,, Unp) = 00, — MIN (0tyy, .0, Ayy)
ist 0, +¢& =¢, 1 = a,, womit die Behauptung be-
wiesen ist. Fiir n = 2 und @, = ¢, =@, 8, = ¢, = b ist das
(a,b) [a, b] = ab. Fiir n = 3 lautet die entsprechende Regel
abe=(a,b,c)[be ac ad] = [a,b, ] (be, ac, ab).

Wenn zwei Zahlen ¢ und b keinen andern gemeinsamen
Teiler als 1 besitzen, wenn also (4, ) = 1 ist, nennt man «
und b ,teilerfremd®, ,relativ prim‘ oder ,,prim zueinander®.

Auch n Zahlen heiBen teilerfremd, wenn (a,, . . ., a,) = 1 ist,
dagegen ,,paarweise teilerfremd*, wenn je zwei der Zahlen
4y, . . ., Gy, teilerfremd sind, was schon fiir » = 3 mehr be-

deutet. Z. B. ist (481, 629, 663) = 1, aber (481, 629) = 37,
(481, 663) = 13, (629, 663) = 17.

Ein Kriterium fiir Teilerfremdheit und paarweise Teiler-
fremdheit haben wir in

Satz 7: DieZahlen a,, a,, . . . sind dannundnur dann tetler-
fremd, wenn sie keinen gemeinsamen Primietler haben. Sie
sind dann und nur dann paarweise teilerfremd, wenn die
Primieiler von ay, a, . . . lauter verschiedene Primzahlen sind.

Der Beweis dieses Satzes und der gleich folgenden Sitze
ergibt sich unmittelbar aus unserer Ubersicht iiber die Teiler
einer Zahl, Es gelten:



