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I. Einleitung

Die Hauptaufgabe der Analytischen Geometrie besteht
darin, Methoden und Verfahren anzugeben, mit deren Hilfe
man geometrische Aufgaben durch Rechnung losen kann. Ob-
wohl schon in der Antike erste Ansitze in dieser Richtung vor-
lagen (schon die Agypter benutzten bei der Landmessung
Zahlen zur Festlegung von Punkten; auch Archimedes von
Syrakus (—287 — —212) bediente sich rechtwinkliger Ko-
ordinaten) und die Geometrie als erste Wissenschaft unter
dem Einflu Platons (—429 — —348) axiomatisiert wurde,
konnte die eigentliche Analytische Geometrie erst nach dem
weiteren Ausbau der Algebra entstehen?). Diese beginnt daher
erst, wenn auch in einer viel primitiveren Auffassung als heute,
mit R. Descartes (15696—1650) und P. de Fermat (1601 bis
1665)2).

IL. Die Vektoralgebra?)
1. Definition der gebundenen und freien Vektoren

Vektoren dienen uns zur Festlegung der gegenseitigen Lage
von Punkten. Wir definieren deshalb: Ein Vektor wird durch
ewn geordneles Punklepaar bestimmi, durch seinen Anfangs-
punkt und seinen Endpunkt. Demgemal konnen wir einen
Vektor veranschaulichen durch eine gerichtete Strecke

E A (Fig.1). Die in einem Endpunkt befestigten Vektoren
heiBen gebundene Vektoren oder Ortsvektoren. Sieht man
von der speziellen Lage im Raum ab, so spricht man von
freien Vektoren oder kurz von Vektoren. Bei freien Vektoren
wird also von allem auler Linge und Richtung abgesehen.

!) Die systematisch trische Deutung der einfachsten algebraischen Ope-
rationen geht auf FR. VIETE (1540—1603) zuriick. Die Methoden VIETES
finden sich heute noch im elementargeometrischen Unterricht der Mittelstufe.

2) Hinsichtlich weiterer historischer Bemerkungen sei auf die im Literaturver-
zeichnis genannten Lehrbiicher von W. BLASCHKE und G. BOL verwiesen.

%) Die Bezeichnung ,,Vektor* wurde um 1846 vor W. R. HAMILTON (1805 bis
1865) eingefithrt. Die Vektorrechnung selbst wurde von H, GRASSMANN (1809 bis
1877) und HAMILTON entwickelt.



8 Die Vektoralgebra

Ein solcher Vektor erscheint daher als Klasse aller gleich langen
und gleichgerichteten Strecken. Jede dieser gerichteten Strecken
kann zur Darstellung des Vektors Verwendung finden. Zwei

[N 2

Fig. 1. Vektor als geordnetes Punktepaar E, A; gebundene Vektoren; drei gleiche
(freie) Vektoren

gerichtete Strecken gleicher Lange und Richtung bestimmen
denselben Vektor. Zum Gleichheitshegriff fithrt also eine ge-
wisse logische Abstraktion. Genauer wollen wir definieren:
Zwei Vektoren sind gleich (Zeichen =), wenn sie durch eine
Parallelverschiebung ausevnander hervorgehen.

Wir wollen Vektoren und Ortsvektoren durch kleine Frak-
turbuchstaben bezeichnen. Die Linge eines Vektors a heit
Betrag des Vektors und wird mit | a | bezeichnet. Der Vektor
der Lange Null heift Nullvektor, wofiir man o schreibt.
Besitzt ein Vektor die Lange 1, so spricht man von einem Ein-
heitsvektor. Um den Gegensatz zwischen Vektoren und
Zahlen zu betonen, werden die letzteren jetzt auch Skalare
genannt.

Der Vektor ist ein neues geometrisches Hilfsmittel, das dazu
dienen kann, viele physikalische GroBen (z. B. Geschwindig-
keiten, Krifte, Feldstirken) zu kennzeichnen, bei denen es
nicht geniigt, ihre Intensitit durch eine einzige Zahl anzu-
geben, sondern bei denen auch die Angabe ihrer Richtung not-
wendig ist. In der Geometrie selbst liefert die Vektorrechnung
erhebliche Vereinfachungen bei Auffassung und Darstellung
der Erkenntnisse.
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Fiir die Kombination von zwei und mehr Vektoren werden
neue Rechenregeln festgesetzt. Da diese mit den gewohnten
Rechenregeln fiir Zahlen gewisse Analogien zeigen, so wollen
wir auch die Worte Addition, Subtraktion, Multiplikation und
ebenso die Zeichen -, — benutzen. Jedoch erhalten diese
Begriffe ncue Bedeutung bei den Vektoren bzw. Ortsvektoren.

2. Die Addition von Vektoren

Legen wir die beiden Vektoren aund b so aneinander (Fig. 2),
daf} der Endpunkt von b mit dem Anfangspunkt von a zu-
sammenfillt, dann wird durch den Anfangspunkt von b und
den Endpunkt von a der Vektor a 4+ b erklart. Um die Kom-
mutativitdt dieser Addition, d. h. um das Gesetz a + b =
= b + a nachzuweisen, hat man lediglich die Figur der drei
Vektoren a, b, a + b zu ergénzen durch die in Fig. 2 diinn
gezeichneten Vektoren a und b. Dann liefert die Figur sofort
die Behauptung.

Die Giiltigkeit des Assoziativgesetzes
a+(b+c)=(@+ b+ ¢
fiir drei beliebig gewéhlte Vektoren folgt unmittelbar aus der

Figur 3. Auf Grund dieser Regel konnen wir alle Klammern
auflésen.

Fig. 2. Addition von Vektoren,
Kommutatjvitit Fig. 3. Das Assoziativgesetz

3. Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar

Ist @ eine positive Zahl?), so versteht man unter a a einen
Vektor, der die gleiche Richtung wie a besitzt und a-mal so
lang ist: |aa|=a|a].

!) Alle auftretenden Zahlen sollen, wenn nichts anderes gesagt ist, stets reell sein.
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Unter —a wollen wir den Vektor verstehen, der gleiche
Linge wie a, aber entgegengesetzte Richtung zu a aufweist:
|—al=lal

Jetzt konnen wir auch leicht
— a a mit ¢ > 0 erkliren, ndm-
W g (e lich als Vektor, der in die ent-

v gl gegengesetzte Richtung von a
o weist und den a-fachen Betrag von
o - a besitzt: [—aal=alal.
Fig. 4. Multiplikation eines Vektors Offensichtlich gﬂt fir den
mit einer Zahl

Nullvektor o stets a o = o.
Ferner gilt fiir die Zahl 0 stets 0 a = o.

Aus Bequemlichkeit wollen wir auch festsetzen h a = a h.
Wir geben die einfachen Rechenregeln fiir die Multiplikation
mit Skalaren an, die man sich leicht an Figuren klar macht:

1. n{a+b) =nainbd,
2 m+mja =nat+ma,
3. n (m a) = (nm)a,

4 la = a.

Bemerkung: Ist a + o ein Vektor, so ist %] 6= \%| ein Ein-
[

heitsvektor. Man spricht dann auch von einem normierten Vektor.

4. Subtraktion von Vektoren
Wie kann man a — b am einfachsten definieren? Nach 3.
wird man sofort schreiben:
a—b=a+ (—1)b=a+4 (—Db).

Damit haben wir schon die Subtraktion durch Zuriickfithrung
auf die Addition erklirt. (Vgl. Fig. 5.) Die zeichnerische Aus-
fithrung erlantert die Figur 6.
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Fig. 5. Definition der Subtraktion Fig. 6. Ausfithrung der
von Vektoren Subtraktion

Wir wollen jetzt noch die Frage priifen, ob die so einge-
fiihrte Subtraktion verniinftig ist, d. h. ob die Regel

-4 (a+B—b=a

Fig. 7.

richtig ist. Um die Giiltigkeit dieser Formel einzusehen,
braucht man nur die Figur 7 zu betrachten.

Bemerkung 1: Die Vektoren bilden gegeniiber der Addition eine
Gruppe.!) Damit faBt man die folgenden Eigenschaften zusammen.
Zunéchst ist je zwei Vektoren durch die Addition wieder ein Vektor
zugeordnet. Dazu kommt I. die Giiltigkeit des Assoziativgesetzes;
IL. es gibt einen Vektor o (Nullvektor), so daf fiir jeden Vektor a
gilt 0 + a = a; IIL zu jedem Vektor a gibt es den Vektor — a
so daB a 4 (—a) = o gilt.

Da die Addition kommutativ ist, so spricht man auch von einer
kommutativen oder abelschen?) Gruppe.

Bemerkung 2: Abstrahiert man von der Bedeutung der Groflen
a, b, ¢ ... und fordert nur, daBsie, wie eben beschrieben, eine abelsche
Gruppe B hinsichtlich der Addition bilden, so wird man unmittelbar
auf den Begriff des abstrakten Vektorraumes gefiihrt. Sind a, b, ¢ ...

!) Das Fachwort ,,Gruppe‘ ist 1830 von E. GALOIS (1811—1832) eingefiihrt
worden.
%) Nach N. H, ABEL (1802—1829).
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Elemente eines Korpers K (z. B. rationale Zahlen, reelle Zahlen
oder komplexe Zahlen), so hat man zu fordern, daf a a stets wieder
ein Element der Gruppe % ist. Sind dann noch die Formeln 1., 2.,
3.1; 4.Kv0n Nummer 3 ausnahmslos giiltig, so heit 8 Vekiorraum
iiber K.

5. Beispiele
a) Mittelpunkt einer Strecke. Die Strecke A B laBt sich durch die

Ortsvektoren (beziiglich des Nullpunktes N) a und b ihrer End-
punkte beschreiben. Fiir den Ortsvektor m des Mittelpunktes findet

man aus der Figur 8 sofort m = a 4 % b—a)= —;— (a4 b).

b) Gerade, gegeben durch Punkt und Richtung. Ist a der Orts-
vektor des gegebenen Punktes beziiglich des Nullpunktes N und e
ein Vektor in Richtung der Geraden, so muB sich der Ortsvektor ¢
eines beliebigen Punktes der Geraden (vgl. Fig. 9) darstellen lassen

1(8-w)
2 b S
4 N
N
Fig. 8. Mittelpunkt einer Strecke Fig. 9. Gerade gegeben durch Punkt
1 und Richtung
m= (a+®

als Summe des Ortsvektors a und eines geeigneten Vielfachen ¢e
des Vektors e:

r=a-4te.

Lassen wir ¢ alle reellen Zahlen durchlaufen, so beschreibt ¢
alle Punkte der Geraden. Die Variable ¢ heifit Parameter der
Geraden, und die vorstehende Gleichung nennt man Parameter-
darstellung der Geraden. Schon an der Herleitung der Parameter-
darstellung der Geraden zeigt es sich, wie durch die Vektorrechnung
der geometrische Sachverhalt auBlerordentlich plastisch zum Aus-
druck kommt.
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¢) Gerade, gegeben durch zwei Punkte. Sind a und b die beiden
Ortsvektoren der beiden Punkte, und ist ¢ der Ortsvektor des
laufenden Punktes der Geraden, so ist die Parameterdarstellung
der Geraden gegeben durch

t=a+¢(b-—a);
denn b — a ist ein Vektor in Richtung der Geraden (vgl. Fig. 10).

Fig. 10. Gerade, gegeben durch zwei Punkte
d) Ebene, gegeben durch Punkt und zwei Richtungen. Es sei a
der Ortsvektor des gegebenen Punktes, und e, { seien zwei Vektoren,
die nicht parallel sind. Wie aus der Figur 11 zu entnehmen ist,
1aBt sich der Ortsvektor r eines beliebigen Punktes der Ebene,
die durch den ,,Punkt*“ a geht und von den Vektoren e und f ,,auf-
gespannt* wird, darstellen in der Form

t=a+te+7f.
Lassen wir die Parameter ¢, 7 unabhingig die reellen Zahlen durch-

laufen, dann beschreibt ¢ alle Punkte der Ebene. Damit haben wir
cine Parameterdarstellung der Ebene gefunden.

Fig. 11. Ebene, gegeben durch Fig. 12. Ebene, gegeben durch
Punkt und zwei Richtungen drei Punkte
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¢) Ebene, gegeben durch drei Punkte. Sind a, b, ¢ die Orts-
vektoren der drei gegebenen Punkte, dann sind die Vektoren b — a
und ¢ — a sicher nicht zueinander parallel, wenn die drei
Punkte nicht in einer Geraden liegen. Da b — a und ¢ — a,ana
angeheftet, die Ebene ,,aufspannen®, so folgt nach d) die gesuchte
Parameterdarstellung:

t=a4t(b—-a)tz(c—a).

o f) Beweis eines einfachen Satzes
iiber das Parallelogramm. In
einem Parallelogramm halbieren
sich die Diagonalen. Wir wollen
diesen Satz beweisen. In der Be-
zeichnungsweise der Figur 13 lau-
ten die Parameterdarstellungen
der beiden Diagonalen:

Fig. 13 Einfache Eigenschaft des (1) =t (a + b) und

Parallelogrammes (2) p=a + 1T (f) _ (I) .

Dabei sind ¢ und t) die laufenden Punkte. Da der Schnittpunkt
der beiden Diagonalen sowohl auf (1) als auch auf (2) liegt, so gilt

g=t(a+b), B8=a+71(b—0a)
A —ty—19)a=(t — 7o) b.

Da die beiden Vektoren a und b nicht parallel sind, so kann diese
Gleichung nur fiir 1 — {,— 7, = O und #, — 7, = 0 bestehen. Daraus

und

findet man aber unmittelbar {, = v, = % . Somit haben wir schlie3-
lich
8= % (a + b), d. h. 8 ist Mittelpunkt von (1),

8=a+ %(b — a), d. h. 8 ist Mittelpunkt von (2).

g) Dag Teilverhiltnis dreier Punkte einer Geraden. Das Teilver-
hiltnis A der drei Punkte mit den Ortsvektoren py, ,, ¢ (vgl. Fig. 14)
wird durch die Gleichung (¢ — p,) = A (p, — r) definiert. Losen
wir nach g auf, so wird

_PitAp,
= 57 I+4+0.
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LifBt man jetzt das Teilverhiltnis A variieren, dann beschreibt ¢
alle Punkte der Geraden. Dem Wert A= — 1 entspricht kein
Punkt der Geraden. (Dieser Mangel wird erst spéter in der Projek-
tiven Geometrie beseitigt.) Wir haben hier also eine Parameter-

P2

4

N

Fig. 14. Das Teilverhéltnis A: (z—p;) = 2 (P.—1)

darstellung der Geraden durch die beiden Punkte p,, p, gefunden,
bei welcher der Parameter das Teilverhiltnis zwischen dem laufenden
und den beiden gegebenen Punkten ist. Ubrigens liefert die’gebrochen-

lineare ,,Parametertransformation {=

A ..
———, durch W
i1 durch die wir statt

4 den Parameter ¢ einfithren konnen, die Parameterdarstellung der
Geraden, wie wir sie unter c) gefunden hatten. (Der Leser mache
sich die Lage der Punkte mit dem Ortsvektor i klar, wenn 4 alle

reellen Zahlen + — 1 durchlauft.

h) Schwerlinien und Schwerpunkt
eines Dreiecks. Die Verbindungsli-
nien der Fcken eines Dretecks mat
den gegeniiberliegenden Seitenmitien
(Schwerlinien oder Medianen ) schnei-
den sich in einem Punkt, der jede
Nehwerlinie tm Verhilinis 1:2 teslh.
Zum Beweis dieses Satzes stellen wir
zuerst die Parameterdarstellungen
der Schwerlinien auf. (Siehe Fig. 15.)
Der Ortsvektor des Mittelpunktes

M der Dreiecksseite A B ist nach a)
é(a ~+ b). Die Schwerlinie durch C

Fig. 15. Schnitt der Schwerlinien eines
Dreiecks

und M hat daher die Parametergleichung

Bl s

atb

+11c}.
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Dabei ist A, das Teilverhaltnis der Punkte a—;—b , 6 Ly

Analog stellen sich die beiden anderen Schwerlinien dar:

1 b+c¢ .
L= m{~f+ﬂzﬂ},
1 ct+a
e b L L
Fir 4, = % erhalten wir den Punkt 3 = %—3— (a+b+c) auf der
ersten Schwerlinie. Fir 2, =% und 4, = %liegt derselbe Punkt

auch auf der zweiten und der dritten Geraden. Die drei Schwer-
linien schneiden sich daher in dem Punkt 3. Da 4,, 4,, A; die Teil-
verhaltnisse darstellen, so teilt der Punkt 3 jede der Schwerlinien
in der angegebenen Weise. Man nennt den Punkt 3 den Schwer-
punkt des Dreiecks.

6. Der Begrifi der linearen Abhingigkeit

Zwei Vektoren a und b heillen linear abhingig, wenn es
zwei Zahlen ¢ und b gibt, die nicht beide verschwinden, so dafi
aa+4bb=o gilt. Anschaulich gesprochen, besagt diese
Gleichung die Parallelitit der beiden Vektoren. Gibt es da-
gegen zwei solche Zahlen a, b nicht, dann nennt man die beiden
Vektoren linear unabhingig. Die beiden Vektorem sind in
diesem Fall beide keine Nullvektoren, und sie sind auch nicht
parallel. Wir wollen diese Begriffsbildung jetzt auf n Vektoren
ausdehnen und definieren:

Die Vektoren ay, a,, ..., a, heifen linear abhingig, wenn es n
Zahlen ay, @y, ..., 0, gitbt, die nicht alle gleich Null sind, so dafs
a0+ a5+ .+ @y 0, =0
gilt. Gibt es solche Zahlen dagegen nicht, so heiffen die Vektoren

linear unabhdngig.

Wir konnen jetzt das Dimensionsaxiom der Ebene aus-
sprechen: Es gibl in der Ebene zwet linear unabhingige Vekloren;
mehr als zwet Vekloren sind stels linenr abhingig. Fir den Raum
besagt das Dimensionsaxiom, daf es mindestens drev linear
unabhingige Vekloren gibt; jedoch vier und mehr Vekloren sind
stets linear abhiingig.
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7. Dag innere Produkt (skalares Produkt)?)

Das innere Produkt (a b> zweter Vekioren a und 0 soll
eine Zahl sewn:
<ab>=]a]|]|b]cose.
Daber ist @ der Winkel zwischen
a und b: @ = < (a,b). ¢

Aus der Figur 16 folgt leicht
die geometrische Bedeutung des
Ausdrucks |b | cos ¢. Wir geben w
jetzt  die :lilglebrai(spchen }%igen- 16l cosyp
schaften des inneren Produktes Fig. 16. Das innere Produkt
an: aby=|al |b]lcse
1. <a b)> = <¢b a); das innere Produkt ist kommutativ.
2. (@ a) b = a <a b); dabei ist @ eine Zahl.
3. a4+ b)c>=<ac>+ b o

1. und 2. folgen miihelos aus der Definition des inneren Pro-
duktes:
{aby=a|lb|cos ¢ = |b|-|alcos ¢ =b||a]eos(—g)=<bad.
Damit ist 1. bewiesen.
Ist a= 0, so gilt

(aa)b>—a|a\ [B]-cosp=alaby,

weil ¢ = < (0,b)= ¥ (@ a,b) ist. Es sei jetzt a <0, d. h.
@ = — cmit ¢ > 0. Dann wird
<(aa)b>~<(—ca)b>~—c]a[{b]cos«p —edaby ==
= q {a b).
Hierbei war 4
p=¥(a,b)=na— % (—ab)
zu beachten. £

Der Beweis von 3. ergibt sich o a+é

aus dem ,,Projektionssatz" (vgl. o
Fig. 17). (Der Leser fasse die Ab- ¥
bildung 17 réumlich auf, wobei die  4gycosq — Wleosp t

Vektoren a, b, ¢ nicht in einer Ebe- ) +8lcos Y —
ne liegen. Der ,,Projektionssatz*
erscheint dann durchaus nicht als Fig. 17. Der Projektionssatz

') Eingefiihrt von H. GRASSMANN um 1844.
2 Grotemeyer: Analytische Gesmetrie
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trivial; denn die eingezeichneten Lote auf ¢ brauchen nicht mehr
parallel zu sein. Der Nachweis dieses Satzes sei dem Leser iiber-
lassen.)

Das innere Produkt zweier Vektoren a und 5, die beide
keine Nullvektoren sind, gibt uns einige Auskunft iiber die
relative Lage der beiden Vektoren zueinander. Ist etwa
<a > = 0, so mub nach der Definition cos < (a, b) = 0 sein,

d. h. < (a, b) =4 % Verschwindet also das tnnere Produkt

zweier Vektoren, von welchen keiner ewn Nullveklor ist, dann
stehen die beiden Vektoren aufeinander senkrecht. Umgekehrt
folgt matiivlich aus der Orthogonalitit zweier Vektoren das Ver-
schwinden thres inneren Produlktes.

Aus <a b) > 0 folgt wiederum unter Benutzung der De-
finition des inneren Produktes, daB der Winkel, den die
beiden Vektoren bilden, kleiner als ein Rechter ist. Fiir
Za by < 0 ist dieser Winkel dagegen groBer als ein Rechter.
Man vergleiche dazu die Figur 18.

AN NN

Fig. 18. {a b> > 0, {aby =0, {abd <o

O

Mit Hilfe des inneren Produktes 1a3t sich der Betrag eines
Vektors a fiir viele Rechnungen duBerst bequem darstellen:
denn es gilt

daay=|al?
Daher ist
la =+ ]/<a ad,
Der Einhcitsvektor, der die gleiche Richtung wie a 3 o be-
sitzt, lautet jetzt:
a

s Vaw
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Bemerkung 1: Fiir (a a) findet hiufig auch die Bezeichnung a2
Verwendung. Dabei ist jedoch zu beachten, daB eine Bildung wie
a3 sinnlos ist. Ferner ist die ,, Wurzel* aus a2 nicht etwa der Vektor a,
sondern der Betrag dieses Vektors.

Bemerkung 2: Man beachte, daB fiir das innere Produkt das asso-
ziative Gesetz nicht gilt! So ist beispielsweise <a 6> ¢ ein Vektor
in der Richtung von 4 ¢; denn <a b) ist ein Skalar. Andererseits
ist a (6 ¢ ein Vektor, der in die Richtung von 4 a fillt; denn
hier ist <b ¢ ein Skalar. Daher sind diese beiden Ausdriicke sicher
im allgemeinen verschieden.

Die groBe Niitzlichkeit des inneren Produktes belegen wir
durch vektorielle Beweise zweier Lehrsitze der Elementar-
geometrie:

Der Lehrsatz des Pythagoras. Es seien q, b, ¢ die drei Seiten-
vektoren eines Dreiecks (siehe Fig. 19). Da die Spitze von b mit
dem Ende von ¢ zusammenfillt, so ist offenbar:

c+at+b=0o

—c¢=(a+b).

Fiir das innere Produkt <c ¢> finden wir unter Beachtung der

angegebenen Rechenregeln:
ey =<aay+<bb>+2<ab).
Da < (a,b) = = — y ist, so folgt weiter
aby=]a|-|b|-cosx(a,b)y=—]al-]0] cosy.
Insgesamt erhalten wir dann nach Einfithrung der Betrige:
leP=laP+[6F—2]al |b]cosy.
Damit ist bereits der pythagoriische Lehrsatz hergeleitet.

und daher

Fig. 20. Schnittpunktssatz der
Fig. 19. Lehrsatz des Pythagoras Hohen eines Dreiecks

2%
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Der Lehrsatz iiber die Hohen eines Dreiecks besagt, daB diese
durch einen Punkt gehen. H sei der Schnittpunkt der von A und B
auslaufenden Hohen des Dreiecks (vel. Flg 20). Weiter schreiben

wir AH ba, BH = Bz und nennen CH = {. Die Behauptung

ist dann, daB § auf der Seite 4B, d.h. auf ¢ senkrecht steht. Wir
haben demnach also <¢cf> =0 nachzuweisen.
Nach Voraussetzung ist <4 a) = 0 und <f by = 0. Aulerdem
gilt (vel, Fig. 20)
c=04—Dbp;a=hp—f; b=F—1D,u
<ba(hp— > =0 und <hp(f — h.0> = 0.
Oder ansgerechnet

<Babp =<ha P =<hp P-

Darans folgt aber unmittelbar

(94— 9p) P> =0 oder {cf> =

Damit ist der Satz aber schon bewiesen.

Also ist

8. Das dubere Produkt (vektorielles Produkt)!)

Das duflere Produkt [a 6] zweier Vekloren a und b soll

ewn Vektor sesn mit den Eigenschaften:

V1) [a 0] steht senkrecht auf a und b.

Vo) [[a®] |=1a[:-|b]|sing, 0< ¢ =< (a,b)<m.

Vs) a,b, [ab] sollen in dieser Rethenfolge e Rechis-
siystem bilden.

Ein Rechtssystem 148t sich mit Hilfe der FuBregel be-
schreiben:

Man denke sich den Vektor [a b] als menschliche Figur (vgl
Tig. 21), deren Kopf in Richtung der Pfeilspitze zeigt, und deren
Fersen im Endpunkt von [a b] stehen. Es soll dann der rechte
FuB auf dem ersten Vektor des Produktes, d. h. auf a stehen, und
der linke FuB auf dem zweiten Vektor, d.h. auf b stehen. Der

Offnungswinkel der FiiBe ist < (a, b). Durch diese Vorschrift ist
der Rlchtungssmn des Vektors [a b] vollstindig bestimmt.

Die Eigenschaft V, 1aBt sich leicht geometrisch inter-
pretieren. Dazu betrachtet man das von a und b aufgespannte

1} Auch diese Bezeichnung ist von H. GRASSMANN um 1844 eingefiihrt worden.
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Parallelogramm (Fig. 22). Da | b | sin @ die Hohe desselben
ist, so stellt | [a b] | den Flicheninhalt des Parallelogramms
dar.

[ 8]
$
o
Fig. 21. Orientierung des Vektorproduktes Tig. 22, Geometrische Deutung
[a B] (FuBregel) von | [a b] |

Wir stellen jetzt weitere Eigenschaften des duBeren Pro-
duktes zusammen. Zunichst gilt
(1) [ab]=— [ba]
Nach V, besitzen die beiden Vektoren [a 6] und [b a] gleiche
Betrage, und auf Grund von V; sind ihre Richtungen ent-
gegengesetzt. Eine einfache Folge von (1) ist

2 [aa]=0;

denn nach (1) mul [a o] = — [a a] gelten, woraus (2) folgt.
Setzt man a = A ¢, so gilt

(3,) fa b] =2 [¢b];

und analog bei b = pu b

(3) [a ] = [ab].

Sind die beiden Vektoren a, b keine Nullvektoren und gilt
a=p b, d. h. sind a und b parallel (linear abhingig), so gilt
[ab]=p[bb]= 0.

Nun sei umgekehrt [a 6] = o und a == o, b &= 0. Es ist dann
ifab][=]al-|6] sin<(a,b)=0,d. h. ¥ (a,b) =0, 7.
Die Vektoren a und b sind daher in diesem Fall parallel
Notwendig und hinreichend fiir die Parallelitiit (lineare Ab-
hangighkeit) der beiden Vektoren a = o, b 3= o ist:
[a6]=o.
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Wir wollen jetzt das distributive Gesetz fiir das duBere
Produkt beweisen:

) [(a + ) c]=[ac]+ [bc]
Zum Beweis projizieren wir die drei Vektoren a, b und a 4 b

auf eine zu. ¢ senkrechte Ebene (siche Figur 23). So erhélt man die
Vektoren d,b und G + b. (Auberdem ist |d|=|a|sin < (a, c),

Fig. 23. Das distributive Gesetz fiir das duBere Produkt
usw.) Multiplizieren wir jetzt & mit | ¢ | und drehen das projizierte
7T, . .
Parallelogramm um P um 7 in der gezeichneten Richtung, so er-

geben sich gemaB V,, V,, V,, d. h. aus der Definition des #uBeren
Produktes, die Vektoren [a ¢], [b c] und [(a + b) ] als Seiten und
Diagonale eines Parallelogramms. Daraus folgt aber das distri-
butive Gesetz (4).

9. Das Spatprodukt

Das innere Produkt der Vektoren [a 6] und ¢ heifit Spat-

produkt. Wir schretben dafiir (a 6 ¢):
(abecy=<[ab]c>=<c[ab].

Um zur geometrischen Bedeutung des Spatproduktes zu ge-
langen, bestimmen wir das Volumen des von a, b, ¢ aufge-
spannten Parallelflachs (Fig. 24). Nach 8. ist die Grundfliche
gleich | [a b] |, und die Héhe berechnet sich zu | ¢|cosy,



