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Erster Abschnitt.

Die komplexen Zahlen
und ihre geometrische Darstellung.

1. Kapitel. Grundlagen.
§ 1. Einleitung.

Unter dem Namen , Funktionentheorie* faBt man all
die Untersuchungen zusammen, die sich ergeben, wenn man
die Fragestellungen und Methoden der reellen Analysis (d. h.
der gewohnlichen Differential- und Integralrechnung und der
mit " diesen zusammenhingenden Gebiete) auf den Fall zu
iibertragen versucht, daB man fiir alle auftretenden Zahlen-
gréfen (Konstante, unabhingige und abhingige Verinder-
liche) komplexe Zahlen zuliBt, also Zahlen von der Form

a+ by —1. Solche Untersuchungen dringten sich schon
frith bei verschiedenen Problemen der reellen Analysis ganz
von selbst auf und sind zugleich mit der Uberwindung dieser
im Laufe der Jahrhunderte erst zaghaft, bald mit immer
schonerem Erfolge durchgefithrt worden (Naheres s. § 4).
Heute bildet die Funktionentheorie eines der ausgedehntesten
und wichtigsten Gebiete der htheren Mathematik.

In diesen ,,Elementen der Funktionentheorie* soll nur
das Einfachste, aber fiir den weiteren Ausbau der Theorie
Wichtigste ) behandelt werden. Dazu gehért zunichst eine
Einfithrung in das System der komplexen Zahlen und das
Rechnen mit diesen. Dazu gehort ferner die Ubertragung

1) Dieser Ausbau findet sich dargestellt in den belden Béndchen des Ver-
fassers; Funktionentheorle, Erster Tell: Grundlagen der aligemeinen Theorle
der analytischen Funktionen, tr. Auflage 1961, Samumbung Goschen Nr, 663,
und Funktionentheorie, Zweiter Teil: Anwendung und Weiterfiihrung der

allgemcinen Theorie, 10. Auflage 1962, Sammlung Gdschen Nr. 703. Diese
Bindchen werden im folgenden kurz als ,,Fktth, I'* und ,,Fktth. IT** zitfert.
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des Begriffes der Zahlenmengen, des Grenzbegriffes und der
eng damit zusammenhingenden Dinge, insbesondere der Lehre
von den unendlichen Reihen, auf den Fall komplexer GroBen
oder, wie man kurz sagt, ,,ins Komplexe*. Weiter gehort
dazu die Ubertragung des Begrifies der Funktion und ihrer
wichtigsten Eigenschaften auf den Fall, daB unabhéngige und
abhéngige Verinderliche komplex sind. In Verbindung mit
dem Grenzbegriff liefert dies die Grundlagen einer Differential-
rechnung der Funktionen einer komplexen Verénderlichen.
SchlieBlich gehort dazu ein genaueres Studium der soge-
nannten elementaren Funktionen, also der rationalen, ins-
besondere der linearen Funktionen, der Exponentialfunktion,
der trigonometrischen und einiger anderer Funktionen sowie
von deren Umkehrungen, also des Logarithmus und der zyklo-
metrischen Funktionen. Die Ubertragung der Integralrech-
nung ins Komplexe dagegen rechnet man nicht zu den Ele-
menten der Funktionentheorie.

Wie wir sehen werden (s. 2.u.3. Kap.), 1dBt sich das
Rechnen mit den komplexen Zahlen und lassen sich weiterhin
alle eben angedeuteten Untersuchungen noch eindrucksvoller
als im ,,Reellen* in einer Zahlenebene oder auf einer
Zahlenkugel veranschaulichen. Dies bildet dann den In-
halt des Teiles unserer Theorie, den man als ,,geometrische
Funktionentheorie* bezeichnet.

Aus dem Gesagten geht herver, daB zum Verstéindnis
dieses Biichleins eine Kenntnis der Grundlagen der reellen
Analysis und der Elemente der analytischen Geometrie in-
sofern unentbehrlich ist, als nach dem Vorbild der reellen
Analysis die Ubertragung ins Komplexe durchgefiihrt wird
und zur Veransehaulichung einfache geometrische Dinge be-
nutzt werden. Um hierfiir einen festen Ausgangspunkt zu
haben, soll im folgenden § 2 das Wichtigste iiber das
System der reellen Zahlen, das das Fundament fiir den
Aufbau der reellen Analysis bildet, und soll in § 3 das
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Grundsiitzliche iiber den Aufbau der analytischen Geome-
trie gesagt werden.

§ 2. Das System der reellen Zahlen.

Das System der reellen Zahlen setzen wir, was seinen
praktischen Gebrauch anlangt, natiirlich als bekannt voraus.
Wegen ihrer grundsitzlichen Bedeutung sollen aber die wesent-
lichen Gedanken, die zu seinem Aufbau fiihren, hier kurz
dargelegt werden.

Den Ausgangspunkt aller Betrachtungen iiber Zahlen bil-
det die Folge der natiirlichen Zahlen 1, 2, 3,... und
die beiden ,,Verkniipfungen* derselben, die als Addition und
Multiplikation bezeichnet werden. Das Bediirfnis, diese
beiden ,,umzukehren*, zwingt alsbald zur Einfiihrung der
0 (Null) und der negativen Zahlen und schlieBlick zu der der
gebrochenen Zahlen. Die Gesamtheit der ganzen und ge-
brochenen, positiven oder negativen Zahlen und der Null
nennt man das System der (reellen) rationalen Zahlen.

Mit diesen Zahlen, die jetzt kurz durch einen lateinischen
Buchstaben bezeichnet werden sollen, kann man nach be-
stimmten Regeln rechnen, die man als die Grundgesetze
der Arithmetik bezeichnet. Es sind die folgenden, bei
denen unter ,,Zahlen* zunéchst nur die eben genannten ratio-
nalen Zahlen zu verstehen sind:

L. Grundgesetze der Gleichheit und Anordnung.

. 1. Die Zahlen bilden eine geordnete Menge, d. h. zuischen
trgend zweten von thnen, etwa « und b, besteht stets eine und nur
esne der drev Beziehungen

a<b, a=0b a>>b1)

1) Gelesen: a kleiner als b, a gleich b, a groBer als b; a > b ist nur eine
andere Schreibwejee fdr b < a. ~ Die Negationen dieser drei Beziehungen
schrelbt man so:

a = b (a groBer oder gleich b, a mindestens gleich b, a nicht kleiner als b).

a + b (a ungleich b).

a < b (a kleiner oder gleich b, @ hdchstens gleich b, a nicht groBer als b).
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Diese Anordnung gehorcht weiter den Gesetzen:

2. Es st stels a= a.

3. Aus a=1> folgt b= a.

4. Aus a=>b und b= ¢ folgt a=:c.

D. Aus a b und b <<c oder aus a <<b und b= c folgt
a<e.

Alle Zablen > 0 nennt man positiv; alle Zahlen < 0
negativ. Wenn eine Zahl = 0 ist, sagt man auch, sie ,,ver-
schwindet*.

II. Grundgesetze der Addition.

1. Je zwes Zahlen a und b kann man addieren; das Zetchen
(a -+ b) oder a + b bedeutet slets wieder eine bestimmie Zahl,
die Summe von a und b. — Diese Summenbildung gehorcht
weiter den Gesetzen;

2 dusa=d und b=" folgt a +b=a' 4+ V. (,,Glei-
ches zu Gleichem addiert gibt Gleiches.*)

3. Es st stels a + b= b + a. (Kommutationsgesetz.)

4. Es st stets (a + b) + ¢c= a + (b 4+ ¢). (Assoziations-
gesetz.)

5. Aus a << b folgt stets a + ¢ << b + ¢. (Monotoniegesetz.)

III. Grundgesetz der Subtraktion. Die Addition tst
tmmer wmkehrbar, d. h. zu zwei Zahlen a und b gibt es stels
etne dritle Zahl =, so daff a + z= b ist1).

Man nennt die so bestimmte Zahl x die Difterenz von
b und a und bezeichnet sie mit (b — a).

IV. Grundgesetze der Multiplikation.

1. Je zwet Zahlen a und b kann man miteinander mulii~
plizieren, das Zeichen o.-b oder ab bedeutet stels wieder eine
bestymmte Zahl, das Produkt von a und b. — Diese Produkt-
bildung gehorcht weiter den Gesetzen:

1) DaB diese Zahl z durch a und b eindeutig bestimmt ist, braucht nicht

gefordert zu werden; es folgt leicht aus den ibrigen Grundgesetzen, insbeson-
dere II, 5,
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2. Aus a= a’ und b=V’ folgt ab= a'¥’. (,,Gleiches mit
Gleichem multipliziert gibt Gleiches.*)

3. Es 1st stets ab= ba. (Kommutationsgesetz.)

4, Es 1st stels (ab)e = a(be). (Assoziationsgesetz.)

b, Es 1st stels (a + b)e = ac + be. (Distributionsgesetz.)

6. Aus o <b und c>0 folgt stets ac < bc. (Monoto-
niegesetz.)

Aus den bisher aufgezihlten Grundgesetzen folgen in ein-
fachster Weise, aber eben als beweisbare Tatsachen, die vier
» Yorzeichenregeln‘ und als Erginzung zu ihnen die Tatsache:

Fiir jede Zahl a ¢ilt a - 0= 0.

Da die vier Vorzeichenregeln insbesondere besagen:

Aus a=5=0 und b= 0 jolgt ab 0,
so folgt hieraus und aus der vorangehenden Tatsache noch
der wichtige

Satz. Ein Produkt zweier Zahlen ist dann und nur dann
gleich O, wenn wenigstens einer der beiden Fakioren gleich O tst.

V. Grundgesetz der Division. Die Multiplikation ist, von
etner Ausnahme abgeschen, umkehrbar, d. h. zu zwei Zahlen a
und b, deren erste % 0 ist, gibt cs slels eiwne dritte Zahl z,
so daff ax=b ist1).

Man nennt die so bestimmte Zahl z den Quotienten

. . . b
von b und ¢ und bezeichnet ihn mit e

Alle diese Gesetze lassen sich, ausgehend von den ein-
fachsten Tatsachen iiber natiirliche Zahlen, sehr leicht be-
weisen. Der Sinn unserer Zusammenstellung ist nun aber
der, daB man, nachdem man die Giiltigkeit dieser Grund-
gesetze einmal gesichert hat, bei allem weiteren Arbeiten mit
den BuchstabengroBen a,b,... auf die Bedeutung dieser
Zeichen als rationale Zahlen nicht erneut zuriickzugehen
braucht: Allein aus der Giiltigkeit der Grundgesetze lassen

1) Wie bel der Subtraktion ist auch hier wieder xr durch @ und b eindeutig
bestimmt,
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sich rein formal!) alle weiteren Rechenregeln in vélliger
Strenge beweisen. Solche Regeln waren schon die zu IV
genannten Tatsachen und Sitze. Dazu gehiren aber weiter
alle sogenannten Klammerregeln, das Rechnen mit Gleichungen
und Ungleichungen, kurz alle Regeln der sogenannten Buch-
stabenrechnung, auf die wir hier natiirlich nicht weiter ein-
gehen.

Aus diesem wichtigen Umstand, da man dabei auf die
Bedeutung der BuchstabengroBen gar nicht einzugehen
braucht, ergibt sich sofort die auBerordentlich bedeutsame
Folgerung: Wenn man irgendwelche anderen Dinge als ge-
rade die rationalen Zahlen hat — wir werden sogleich solche
anderen Dinge nennen —, die aber denselben Grund-
gesetzen gehorchen, so kann man mit ihnen nach genaun
denselben Regeln rechnen wie mit den rationalen Zahlen.
Jedes System von Dingen, fiir die das gilt, nennt man darum
ein Zahlensystem, weil man, kurz gesagt, alle diejenigen
Dinge Zahlen nennt, mit denen man im wesentlichen nach den
zusammengestellten Grundgesetzen operieren kann.

Solche anderen Dinge, die auch allen unseren Grundge-
setzen gehorchen, sind insbesondere die reellen Zahlen. Wir
erinnern kurz daran, wie man zu ihnen gelangt: Das System
der rationalen Zahlen ist insofern lickenhaft, als es sehr ein-
fachen Forderungen nicht zu geniigen vermag. So gibt es
bekanntlich keine rationale Zahl, deren Quadrat = 2 ist.
Die Tatsache aber, daB es rationale Zahlen gibt, deren Qua-
drat so nahe bei 2 (oberhalb oder unterhalb) liegt wie man
will, zusammen mit der bekannten Veranschaulichung der
Dinge auf der Zahlengeraden (Naheres s. § 3) fithrt dazu,
alle rationalen Zahlen in zwei Klassen einzuteilen, eine Klasse
9, die auBer der Null und den negativen rationalen Zahlen
alle die positiven enthélt, deren Quadrat < 2 ist, und eine

1) D, h. eben, ohne daB auf die Bedeutung der Zeichen eingegangen
su werden braucht.
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Klasse %', die alle positiven rationalen Zahlen enthilt, deren
Quadrat > 2 ist. Man sagt nun, durch diese Klasseneinteilung
oder diesen Dedekindschen Schnitt (% |%’') im Bereich
der rationalen Zahlen werde die ,,irrationale** Zahl erfaBt,

deren Quadrat gleich 2 ist, und setzt geradezn (% | A') = J/2.

DaB aber eine solche Klasseneinteilung eine Zahl definiert
oder gar eine Zahl ist, kann nicht anders bewiesen werden
als folgendermaBen: Man betrachtet die Gesamtheit aller
nur denkbaren Klasseneinteilungen der rationalen
Zahlen in zwei (nicht leere) Klassen % und %', die wie eben
der Forderung geniigen, dal jede Zahl der Klasse %
kleiner ist als jede Zahl der Klasse o', und zeigt,
daB diese Dedekindschen Schnitte (U |%’)solche ,,an-
deren Dinge* sind, die bei geeigneten Festsetzungen iiber die
Bedeutung der Zeichen =, <, + und « wieder unseren simt-
lichen Grundgesetzen geniigen. Wie hierzu diese Fest-
setzungen zu treffen sind und wie der genannte Nachweis
erbracht werden kann, soll hier natiirlich nicht ausgefiihrt,
sondern als bekannt angesehen werden!); der Weg dazu
driingt sich bei Veranschaulichung der Dinge auf der Zahlen-
geraden ganz von selbst auf. Bezeichnet man aber jetzt diese
Klasseneinteilungen kurz mit einem kleinen lateinischen Buch-
staben, setzt etwa (U |W')= a usw., und nennt sie Zahlen,
so gelten unter diesen Vereinbarungen ausnahmslos unsere
siamtlichen Grundgesetze. Die so gewonnenen Dinge sind
also Zahlen; sie bilden in ihrer Gesamtheit das System der
reellen Zahlen. Bei der Deutung auf der Zahlengeraden
(. § 3) zeigt sich iiberdies, daB ein Teil der reellen Zahlen
mit den bisherigen rationalen Zahlen zusammenfillt, ein
anderer nicht. In diesem Sinne bildet das System der reellen
Zahlen eine Erweiterung des Systems der rationalen
Zahlen. Die nicht rationalen unter den reellen Zahlen nennt
man irrational.

1) Vgl. dle 8.5 genannten Werke des Verfassers.
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Mit der Bildung des Systems der reellen Zahlen ist nun
ein gewisser AbschluB erreicht. Denn es liBt sich zeigen, daB
es weder ein anderes (von dem erhaltenen System der reellen
Zahlen in irgendeinem wesentlichen Sinne verschiedenes) noch
auch ein umfassenderes System von irgendwelchen Dingen gibt,
das — wie man auch die Bedeutung der Zeichen =, <, +
und - festsetzen mag — allen unseren Grundgesetzen geniigt.
Die hiermit angedeuteten Sdtze bezeichnet man als den
Einzigkeits- bzw. Vollstindigkeitssatz fiir das System
der reellen Zahlen.

Eine abermalige Klasseneinteilung im System der reellen
Zahlen fiihrt nicht zu neuen Dingen, sondern immer wieder
zu einer (schon vorhandenen) reellen Zahl. Macht man also
im Bereich der reellen Zahlen einen Dedekindschen Schnitt,
d. h. teilt man alle reellen Zahlen derart in zwei (nicht
leere) Klassen ¥ und %', daB jede Zahl a aus 9 kleiner ist
als jede Zahl a’ aus ', so gilt der folgende oft als Dede-
kindscher Hauptsatz bezeichnete Stetigkeitssatz fiir
die reellen Zahlen:

Satz. Etn solcher Dedelindscher Schnilt vm Bereich der
reellen Zahlen definiert slels eine und nur eine reclle Zahl s,
die ,,Schnittzahl, derart, daf jedes a < s, jedes a’ = s tst.

Die Schnittzahl s selbst kamn zu W oder zu W gehiren, je
nach dem eindeilenden Gesichispunkt. Jede Zahl unierhald s
dagegen gehort zu U, jede Zahl oberhalb s zu U'.

§ 3. Punkte und Vektoren der Ebene.

Von den Grundbegriffen der analytischen Geometrie
brauchen wir im folgenden nur das Allereinfachste und all-
gemein Bekannte. Wir beschrinken uns daher auf die Dar-
legung der fiir ihren Aufbau grundsitzlich wichtigen Dinge.

In bekannter Weise lassen sich zunichst die rationalen
Zahlen als Punkte einer Zahlengeraden veranschaulichen,
d. h. einer beliebigen (waagerecht gedachten) Geraden, auf
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der man zwei verschiedene Punkte O und E als Null- und
Einheitspunkt, kurz als 0 und 1, gewahlt hat, 1 rechts von 0.
DaB die rationalen Zahlen eine geordnete Menge bilden, wird
dadurch bildhaft anschaulich.

Die in § 2 zusammengefaBSten Betrachtungen lehren nun
zunichst, daB hierbei zwar jeder rationalen Zahl genau ein
Punkt — wir nennen ihn kurz einen rationalen Punkt —
entspricht, daf aber nicht jeder Punkt der Geraden Bild einer
rationalen Zahl ist. Es entspricht aber jedem Dedekindschen
Schnitt im Bereich der rationalen Zahlen ein solcher fiir die
rationalen Punkte: Sie wetden in zwei (nicht leere) Klassen
A und A’ derart eingeteilt, daB jeder Punkt a aus 9 links
von jedem Punkt a’ aus U’ liegt. Die Anschauung verlangt
hier gebieterisch, daB es dann stets einen Punkt s auf der
Geraden gibt, der die beiden Klassen trennt, d. h. daB fiir
alle ¢ und o' immer a < s < o’ ist. Die ausdriickliche An-
erkennung dieser Tatsache bildet den Inhalt des Cantor-
Dedekindschen Axioms:

Jeder Schnilt im Bereich der rationalen Punkie defintert
einen ganz bestimmien Punkt der Geraden, der die beiden
Klassen des Schnittes tremnd.

Das heifit aber nichts anderes, als daB jeder reellen Zahl
genau ein Punkt der Geraden als Bild entspricht und umge-
kehrt. In diesem Sinne ist das System der reellen Zahlen
umkehrbar eindeutig den Punkten der Zahlengeraden zuge-
ordnet. Der am Ende des vorigen Paragraphen aufgefiihrte
Stetigkeitssatz besagt bei dieser Abbildung:

Teilt man alle Punkle der Zahlengeraden irgendwie in zwes
nicht leere Klassen derart, daf jeder Punki der ersten Klasse
links von jedem Punkt der zwevten Klasse liegt, so gibt es stets
genau einen Punkt, der beide Klassen trennd.

Diege Abbildung der reellen Zahlen auf die Punkte einer
Geraden bildet die Grundlage der analytischen Geometrie.
Statt die recllen Zahlen durch die Punkte der Zahlengeraden
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zu veranschaulichen, ist es manchmal vorteilhafter, es durch
die gerichteten Strecken, die Vektoren, auf dieser Geraden
zu tun: Als Bild der reellen Zahl a sieht man die gerichtete
Strecke an, die von 0 nach dem Punkt a filhrt oder jede
andere Strecke, die die gleiche Lange und die
gleiche Richtung wie die eben genannte hat. Die
Zahl a heiBt umgekehrt die Koordinate des veranschau-
lichenden Vektors. Denkt man sich bei a eine Pfeilspitze,
bei 0 eine Fiederung an die Strecke gezeichnet, so fliegen die
die positiven Zahlen veranschaulichenden Vektoren nach
rechts, die anderen nach links.. Der Zahl O entspricht der
Nullvektor, der keine Linge und keine (bestimmte) Rich-
tung hat.

Veranschaulicht die Abbildung der reellen Zahlen auf die
Punkte der Geraden die Ordnung der reellen Zahlen be-
sonders eindringlick, so ist die Abbildung der Zahlen durch
die Vektoren besser geeignet, ihre Verkniipfungen zu veran-
schaulichen: Der Addition entspricht das Aneinander-
fiigen der Vektoren (vgl. S. 17 und § 7). Die Differenz
b —a wird durch den Vektor veranschaulicht, der von dem
Punkte a zu dem Punkte b fiihrt. Die Multiplikation
von ¢ mit der positiven Zahl b bedeutet die Streckung
des der Zahl a entsprechenden Vektors im Verhiltnis 1:5
(vgl. §12). Ist b negativ, 8o wird iiberdies die Richtung des
erhaltenen Vektors umgedreht. Entsprechend wird die Di-
vision veranschaulicht.

Der Ubergang zu den Grundlagen der analytischen Geo-
metrie der Ebene erfordert nun keine neuen grundsitzlichen
Erwiigungen mehr: Man legt in die Ebene zwei Zahlen-
geraden oder Achsen, von denen die zweite aus der ersten
hervorgeht, indem man diese um den Nullpunkt im mathe-
matisch positiven Sinne, d.h. im Gegensinn des Uhr-
zeigers, um einen rechten Winkel dreht. Ein Punkt P der
Ebene ist dann umkehrbar eindeutig duych seine (senk-
rechten) Projektionen P’ und P’ auf die erste bzw. zweite
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Achse bestimmt (vgl. Fig. 1), diese
Projektionen sind wiederum eindeu-
tig durch ihre Koordinaten z bzw.
y festgelegt. Jedem Punkt ent-
spricht so genau ein geordnetes
0 P’ Zahlenpaar (z, y), d. h. ein Zahlen-
paar, bei dem auf die Reihenfolge
der beiden Zahlen zu achten ist, —
und umgekehrt jedem solchen Zahlenpaar genau ein Punkt.

In diesem Sinne wird also die Gesamtheit aller Punkte
unserer Ebene durch die Gesamtheit aller Zahlenpaare (z, y)
geliefert, diese durch jene veranschaulicht. Das Paar der
Zahlen 2,y nennt man bekanntlich die (rechtwinkligen)
kartesischen Koordinaten des dargestellten Punktes.

In der Ebene ist es — in viel hoherem MaBe als auf der
Geraden — fiir die Anwendung zweckmiBig, neben den
Punkten die Vektoren, d.h. gerichtete Strecken zu be-
trachten. Man sagt von zwei gerichteten Strecken (die
Richtung denken wir uns wieder durch Spitze und Fiederung
verdeutlicht), daB sie denselben Vektor darstellen, wenn
sie die gleiche Lénge und die gleiche Richtung haben, wahrend
man sonst von der Lage in der Ebene absieht. Solche Vek-
toren bezeichnet man mit kleinen deutsehen Buchstaben:
6,b,...; man nennt sie zweidimensional im Gegensatz
zu den zuvor auf der Geraden eingefiihrten eindimensionalen
Vektoren.

Projiziert man einen Vektor a auf die beiden Achsen, so
erhilt man auf diesen je einen (eindimensionalen) Vektor,
die man als die Komponenten des Vektors a bezeichnet.
Sie veranschaulichen (auf ihrer Zahlengeraden) je eine reelle
Zahl, die Koordinaten von a. Jedem Vektor entspricht so
ein (geordnetes) Zahlenpaar (z, y). Da auch umgekehrt jedem
solchen Zahlenpaar ein (eindimensionaler) Vektor auf jeder
der Achsen entspricht und diesé fiickwirts sich als die Pro-

P n P

Fig. 1.
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jektionen genau eines Vektors a der Ebene auffassen lassen,
so koénnen wir sagen: Die Gesamtheit aller Vektoren der
Ebene wird durch die Gesamtheit aller Zahlenpaare (z, y)
geliefert, diese durch jene veranschaulicht. Dem Zahlenpaar
(0, 0) entspricht der Nullvektor, der keine Linge and
keine (bestimmte) Richtung hat. Denkt man sich alle Vektoren
der Ebene von einem und demselben Punkte ausgehend, so
nennt man sie ortsgebunden. Gehen sie insbesondere vom
Ursprung (0, 0) aus, so nennt man sie Radiivektoren. Die
Spitze des Radiusvektors (z, y) liegt dann offenbar gerade
im Punkte (z, y).

Vom Parallelogramm der Krifte her ist es jedem geldufig,
zwei Vektoren a und b aneinander zu fiigen, d. h. den Anfang
des zweiten auf die Spitze des ersten zu legen. Der Vektor c,
der von der Fiede-
rung des ersten zur b

Spitze des zweiten a+h

fiihrt (s. Fig. 2a), ver-

anschaulicht danndie a

Resultante der durch Flg. 2. Fig. 2b.

die beiden ersten ver-
anschaulichten Krifte!). Man spricht hier von geome-
trischer oder Vektoraddition und schreibt kurz
at+b=c
Sind (a, @), (b,b), (¢, ¢’) die Koordinatenpaare dieser drei
Vektoren, so ist bekanntlich
atb=¢c a+b=c.

Neben den kartesischen Koordinaten benutzt man in der
Ebene noch die sogenannten Polarkoordinaten: Ein
Punkt P der Ebene bestimmt auch eindeutig seinen (nicht
negativen) Abstand ¢ vom Nullpunkt und im wesentlichen

1) Oder man ligt o und b von demselben Punkte ausgehen; ¢ ist dann
die von diesem Punkte ausgehende Diagonale des durch a und b bestimmten
Parallelogramms (s. Fig. 2b).
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eindeutig auch den ersten Richtungswinkel ¢ des vom Ko-
ordinatenanfangspunkte O nach P fithrenden Halbstrahles, so
daB P auch durch das Zahlenpaar (p, ) dargestellt werden

P kann (s. Fig. 3). Unter dem crsten

Richtungswinkel eines Strahles ver-

% steht man dabei denjenigen (natiir-
0 lich im BogenmaB gemessenen)
Fig. 3. Winkel, um den man die Richtung

der ersten Koordinatenachse im
mathematisch positiven Sinne drehen muB, bis sie die
Richtung des Strahles erhdlt. Volle Umdrehungen in bei-
den Richtungen diirfen dabei auBer acht gelassen werden,
d. h. zu dem gefundenen Winkel diirfen ganzzahlige Viel-
fache von 27 beliebig addiert oder von ihm subtrahiert
werden. Die zweite Polarkoordinate ist also unendlich viel-
deutig, aber ,,mod 2n* eindeutig bestimmt. Denjenigen unter
den unendlich vielen Werten derselben, der der Bedingung
—n < @ < + 7 geniigt, nennt man ihren Hauptwert. Man
nennt aber im allgemeinen zwei Winkel ¢ und y schon danx
einander gleich, in Zeichen ¢ = yp, wenn sie mod 27 kon-
gruent, wenn also ¢ —1 ein ganzzahliges Vielfaches von 2 ist.

Zwischen den Polarkoordinaten g, @ und den kartesischen
Koordinaten z, y ein und desselben von (0, 0) verschiedenen
Punktes bestehen die Formeln!)

1) o=Va®+ 9% cos =———x——, sin =—y=,
1) e=Va*+4 cos g g Y Yy

(2) z=pgecosp, y=psing.

AuBer diesen wenigen grundsatzlichen Dingen werden wir
.aus der analytischen Geometrie der Ebene und des Raumes
nur das Bekannteste iiber Gerade, Kreis und Kugel benutzen
und hochstens bei den Anwendungen und Beispielen etwas
weitergehende Dinge gebrauchen.

1) Die erste der Formeln (1) und diec Formeln (2) geiten offenbar auch tir
(%, ¥) = (0,0), d. h. fiir ¢ = 0 und bellebiges ¢



