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n INTEGRATION

Interpretation als Volumen

Falls f(x, y) > 0 fiir alle (x, v) € R, kann das Doppelintegral als Volumen unterhalb
des Graphen iiberhalb R interpretiert werden.

Multiple Integrale

SeiQ = [aq, b1] x...x [a,, b,] das kartesische Produkt der abgeschlossenen Intervalle
lai, b1l ..., la,, by]. Falls f eine stetige Funktion auf Q ist, wird das multiple Integral
von f iiber Q definiert durch

//.../f(Xl,...,Xn_l,Xn)Xm...an_lan=

Q

bp bp—1 b1

/< / </f(x1,...,xn_1,xn)dxl>...an_1> dx,

an n—1

Dabei wird das Integral auf der rechten Seite wie folgt berechnet:

m Integrieren Sie zundchst beziiglich x;, indem Sie die anderen Variablen als kon-
stant betrachten.

m Integrieren Sie dann beziiglich x,, indem Sie die restlichen Variablen (xs, ..., x,)
als konstant betrachten.

m Integrieren Sie dann beziiglich x; usw.
Das Ergebnis ist unabhéngig von der Reihenfolge der Integration.

Doppelintegrale liber allgemeinere Mengen

m Sei A= {x,y):a<x < b,ulx) <y < v(x)}, wobei u(x) und v(x) stetige Funk-
tionen sind mit der Eigenschaft u(x) < v(x) fiir alle x € [a, b]. Es ist dann

J[ reeyraxay- /b V/(X)f(x,y)dy dx
a u(x)

m Sei B={(x,y):c <y <dply) <x < q(y)}, wobei p(y) und q(y) stetige Funk-
tionen sind mit der Eigenschaft p(y) < q(y) fiir alle y € [c, d]. Es ist dann

d q(y)
J[ soeraxdy = [| [ roeprdx) dy
p(y)

c
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7.4 Multiple Integrale

Berechnungsformel

0%F(x, v)

Sei f(x, y) stetigauf R = [a, b] x [c, d]. Es gelte
0x0y

= f(x,y) fiir alle (x,y) € R.
Dann gilt
d

b
/ </f(x,y)dx> dy =F(b,d)— F(a,d)— F(b,c) + F(a, c)

c

Wechsel der Variablen

Es sei
x=g(u,v), y=hu,v)
eine umkehrbar eindeutige stetig differenzierbare Transformation von einer offe-

nen beschriankten Menge A’ der uv-Ebene auf eine offene beschrankte Menge A
der xy-Ebene. Die Jacobi-Determinante

dg 0
og.h) |55 5
o(u, v) oh oh

ou ov

sei beschrankt auf A’. Sei f eine auf A definierte beschréankte stetige Funktion.
Dann gilt

(g, h)
o(u, v)

//f(x, v) dxdy =/ flg(u, v), h(u, v)) ‘ ‘ dudv
A A

Es sei
x=g) =(g@),....g.m) u=(u,..., u)
eine umkehrbar eindeutige stetig differenzierbare Transformation von einer offe-

nen beschriankten Menge A’ im ,,u-Raum* auf eine offene beschrankte Menge A
im ,,x-Raum*“. Die Jacobi-Determinante

agl agl
ou T 0Ouy
_ a(gla---agn) _ !
]_a(ul U :
8111 alln

sei beschrankt auf A’. Sei f eine auf A definierte beschréankte stetige Funktion.
Dann gilt

/.../Af(xl,...,Xn)dxl...dxn=/.../A/f(g1(u),...,gn(u))|]|du1...dun
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Eine Differentialgleichung* ist eine Gleichung, in der eine Funktion f und ihre Ab-
leitung f’ bzw. f vorkommen."

X(t) = f(t) e x(t) = / fOdt+C
Drei einfache Differentialgleichungen

Gesetz des natiirlichen Wachstums:
x(8) = rx(t), x(0) = x, = x(t) = xoe"
Wachstum gegen eine obere Schranke:
%(t) = a(K — x(1)), x(0) =x, & x(t) =K — (K — xp)e™*
Logistisches Wachstum:

K
K — x
1+— Ot

x(t) = rx(t) (1 — %) , x(0) =xg & x(t) =

Xo

* Differentialgleichungen werden ausfiihrlich in Kap. 14 behandelt.
T Zur Punktnotation siehe S. 83.
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Kapitel 8
Finanzmathematik

8.1 Zinsperioden und effektive Raten

Grundbegriffe der Prozentrechnung

1% eines Grundwertes K bedeutet ein Hundertstel dieses Grundwertes, entspre-
chend bedeuten p% von K das p-fache des einhundertsten Teils.

1 P . p .
% = — = % = — = = 9 = - — = .
1% = 100 0.01 p% 100 i(oder =r) p% von K =K 100 K-i
Z=K-i=K- % Prozentwert; K Grundwert, GrundgriéBe, Basiswert, Basisgrofe
oder Bezugsgrofie; p Prozentfull (= 100 -1); i(= %) = p% Prozentsatz
Z=KiesK=%2 e i=%
I
Vermehrter Grundwert: K* =K(1+1i) & K= %
I
Verminderter Grundwert: K~ =K(1 —i) & K= 1K —
—1

K* = K(1 +1i) (vermehrter Grundwert, falls i positiv, verminderter Grundwert, falls
i negativ)

Lineare Verzinsung
Definition

Bei linearer (einfacher) Verzinsung werden die Zinsen zeitanteilig berechnet und
erst am Ende der Laufzeit dem Kapital zugeschlagen (bzw. mit dem Kapital verrech-
net). Innerhalb der Laufzeit existiert kein Zinszuschlagstermin.

Zinsen und Endwert bei linearer Verzinsung

Ein Anfangskapital K, werde linear mit einem (nachschiissigen auf eine Zeitein-

heit bezogenen) Zinssatz i = % = p% iber eine Laufzeit (Kapitaliiberlassungs-

frist, gemessen in denselben Zeiteinheiten wie beim Zinssatz) von n Perioden

verzinst. Dann sind am Ende der Kapitaliiberlassungsfrist die Zinsen
Z,=Ky-i-n

fallig. Das Endkapital ist dann

K,=Ky(1+1i-n)
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Die letzte Formel ldsst sich nach K;, i bzw. n auflésen:

Ko =7 -|{<1F~ = Abzinsen, d.h. Berechnung des Barwertes oder Anfangswertes
i= % (Ilg_g = 1) Berechnung des Zinssatzes
n= % (Ilg_g = 1) Berechnung der Laufzeit

Der Endwert einer Zahlungsreihe (d.h. einer Gesamtheit von unterschiedlichen
und zu unterschiedlichen Zeitpunkten filligen Zahlungen) darf durch getrenntes
lineares Aufzinsen zum gemeinsamen Stichtag und Saldierung am Laufzeitende,
das am Tag der letzten vorkommenden Zahlung oder spéter liegen muss, ermittelt
werden.

Aquivalenz zweier Zahlungen

Die Zahlungen/Kapitalbetrége K, (fdllig im Zeitpunkt 0) und K,, (féllig im Zeitpunkt
n, d.h. n Zeiteinheiten spéter) heiflen bei linearer Verzinsung (zum Zinssatz i pro
Zeiteinheit) dquivalent, wenn gilt:

K,=Ky(1+1i-n)

Konvention: Stichtag bei linearer Verzinsung

Werden Zahlungsreihen mit Hilfe der linearen Verzinsung saldiert oder verglichen,
soll als gemeinsamer Bewertungsstichtag der Tag der letzten vorkommenden Zah-
lung gewdhlt werden (oder es muss ausdriicklich ein anderer Stichtag) vereinbart
sein.

Aquivalente Zahlungsreihen

Zwei Zahlungsreihen A, B heiBen bei linearer Verzinsung zum Zinssatz i 4quivalent,
wenn sie — aufgezinst auf den Tag der letzten vorkommenden Zahlung — denselben
Wert ergeben.

Aquivalenzprinzip der Finanzmathematik

Zwei Zahlungsreihen A, B diirfen nur dann verglichen (im Sinne der Aquiva-
lenz), addiert oder subtrahiert werden, wenn samtliche vorkommenden Zahlun-
gen zuvor aufeinen und denselben Stichtag transformiert wurden. Der verwendete
(lineare Jahres-) Zinssatz keifit Kalkulationszinssatz.
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8.1 Zinsperioden und effektive Raten

Effektivzinssatz

Derjenige (nachschiissige) Zinssatz i, fiir den zwei Zahlungsreihen A, B dquivalent
werden, heilit Effektivzinssatz des zugrunde liegenden Vorgangs.

Mittlerer Zahlungstermin, Zeitzentrum bei linearer Verzinsung

Gegeben sei eine Zahlungsreihe mit den Einzelzahlungen K, Ky, . .., K, die zu
genau definierten Zeitpunkten fillig sind. Sdmtliche Zahlungen sind dquivalent
(d.h. ohne Zinsvor- oder -nachteile) ersetzbar durch die einmalige Zahlung K =
K; + ...+ K, des nominellen Gesamtbetrages. Der Filligkeitstag (Zeitzentrum der
Zahlungsreihe, mittlerer Zahlungstermin) liegt

Kt + Koty +.. .+ Kyt
T K +Ky+...+K,

Zeiteinheiten vor einem zu wihlenden Stichtag (= Tag der letzten Einzahlung oder
spéter). Dabei sind t;, ..., , die Zeitspannen von Kj, ..., K, bis zum Stichtag.
Die im mittleren Zahlungstermin geleistete Einzelzahlung K = K; + ... + K}, fithrt
zu jedem Stichtag, der nicht friither liegt als K,,, zum gleichen Endwert wie die
einzelnen Zahlungen insgesamt.

Exponentielle Verzinsung oder Zinseszinsen
Definition

Bei exponentieller Verzinsung (Zinseszinsen) werden die Zinsen nach jeder Zins-
periode dem Kapital hinzugefiigt und werden von da an selbst wieder verzinst.
Innerhalb der Laufzeit liegen ein oder mehrere Zinszuschlagtermine. Unter einer
Zinsperiode versteht man die Zeit zwischen zwei aufeinander folgenden Zinsaus-
zahlungen. Die periodische Rate ist die Zinsrate pro Periode = jahrliche Rate/Anzahl
der Zinsperioden.

Zinsen, Endwert und effektiver Zinssatz

Ein Anfangskapital S, werde mit r = p/100 = p% Zinsen* pro Periode exponenti-
ell verzinst. Die Zinsen nach der ersten Periode sind: Sy -r =S, - p/100

Das Endkapital nach t Perioden ist dann
S; = So(1 + 1)t wobei r=p/100

Diese Formel ldsst sich nach Sy, g =1+ r, r, p bzw. t auflosen:

* In Zukunft wird r Zinsrate und p Zinssatz genannt.
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S;

So=S/(1+r)t= ey Abzinsen, d.h. Berechnung des Anfangswertes
q=1+r= (i)l/t = St Berechnung des Aufzinsungsfaktors
So So
_ (S \M! _ /S c
r= (5_0) —1= 5= 1 Berechnung der Zinsrate
S 1/t S .
p =100 ((S—(‘)) - 1) =100 (t S—(‘) - 1) Berechnung des ZinsfuBes

_ lnSt—lnSO _ lnSt—lnSO

g In(1+r) Ing

Berechnung der Laufzeit

Die Anderungsrate (Wachstumsgeschwindigkeit) ist:
S'(t) = So(1 +r)In(1 +r) =1n(1 +1)S;

Bei n Zinsperioden pro Jahr und einer nominellen Jahreszinsrate ruo, = r = p/100
ist die relative unterjahrige Periodenzinsrate, d.h. die Zinsrate pro Periode
Ty =TIy = /0, d.h. Ipopm = NIy und 1y = r“;l’m .Die Zinsen nach der ersten Periode
sind S, - % =Sy Ipey = Sp - r“% Das Endkapital nach ¢ Jahren ist:

r\nt T — nt _ 6
St_50(1+;) =5 (1+ - ) =So(1+ 1)
Die effektive jahrliche Zinsrate R ist dann:

r\n rnomn n
H:(1+—) —1:(1+—) — 1= +re)"—1
n n

Effektive und konforme Zinsrate

Eine unterjihrige Zinsrate r, und eine jahrliche Zinsrate heiflen konform, wenn sie
bei gleichem Anfangskapital zu gleichem Endkapital fiihren, d.h. (1 + ;)" =1+
gilt. Man nennt dann r = r,; die effektive Zinsrate und r, = ry,, die konforme
unterjdhrige Zinsrate.

Stetige Verzinsung
Definition

Man spricht von stetiger Verzinsung, wenn man die Anzahl der Zinsperioden n pro
Jahr gegen unendlich gehen lésst.
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8.1 Zinsperioden und effektive Raten

Zinsen, Endkapital, Wachstum und effektiver Zinssatz
bei stetiger Verzinsung

Das Anfangskapital S, werde mit einer jahrlichen Zinsrate r stetig verzinst. Die
Zinsen nach dem ersten Jahr sind dann Spe’. Das Endkapital nach ¢ Jahren ist
S(t) = Soen

Diese Formel ldsst sich nach Sy, r, p bzw. t auflsen:
S(1)

S = ot = S(t)e™ Berechnung des Anfangswertes (Barwertes)

r= M = % In % Berechnung der Zinsrate
0

t= M = % In %(? Berechnung der Laufzeit

Bei stetiger Verzinsung wéchst das Kapital mit der konstanten relativen Wachs-
tumsrate S’'(t)/S(t) = r. Das Kapital wéchst jedes Jahr um den konstanten Faktor
e’, d.h. S(t + 1) = S(t)e". Die Verdopplungszeit ist t = In 2/r, entsprechend ist das
Kapital nach der Zeit t = In q/r auf das g-fache angewachsen.

Die effektive Zinsrate R = r, ergibt bei gleichem Anfangskapital und jdhrlicher
diskreter Verzinsung das gleiche Endkapital wie stetige Verzinsung mit der jahr-
lichen Rate r = r:

Tep =€° — 1 & 1y =1In(1+rep)

Barwert

Falls der Zinssatz p% pro Jahr und r = p/100, so hat ein Betrag K, der in  Jahren
zur Zahlung féllig ist, bei exponentieller Verzinsung den Barwert oder gegenwér-
tigen diskontierten Wert:

K( +r)™" Dbeijihrlicher Verzinsung Ke™ Dbei stetiger Verzinsung

Aquivalenzprinzip der Finanzmathematik bei Zinseszinsen

Um eine Zahlung S, — bezogen auf ihren Falligkeits- bzw. Wertstellungstermin — in
eine t Zinsperioden entfernte Zukunft zu transferieren, muss man S, um t Zins-
perioden aufzinsen (bzw. abzinsen), d.h. mit dem entsprechenden Aufzinsungs-
faktor gq' = (1 + r)! bzw. Abzinsungsfaktor ¢! = (1 + r)™*
Zeitwerte S; bzw. S_; zu erhalten.

multiplizieren, um die
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Umweg-Satz der exponentiellen Verzinsung

Der unter Verwendung der Zinseszinsmethode ermittelte Zeitwert S; (im Zeitpunkt
t) einer Zahlung Sy (im Zeitpunkt 0) hidngt auBer von der Zinsrate r nur von der
zeitlichen Differenz t zwischen den Wertstellungsterminen von S; und S, ab, nicht
von der Anzahl, Art oder Reihenfolge méglicher Auf-/Abzinsungsschritte, mit denen
der Endtermin schlieBlich erreicht wird.

Aquivalenz zweier Zahlungen

Zwei Zahlungen S, (fillig im Zeitpunkt 0) und S, (fillig im Abstand von t Zeit-
perioden bezogen auf den Zeitpunkt 0) heiflen (unter Anwendung der exponentiel-
len Verzinsung, d.h. des Zinseszins-Prinzips, und dem Zinssatz r) dquivalent, wenn
zwischen ihnen die Beziehung

St = So(l +I‘)t = Soqt

besteht. Ist t positiv (negativ), so liegt S; zeitlich um t Zinsperioden spéter (frither)
als S,.

Sind zwei zu verschiedenen Zeitpunkten fillige Zahlungen dquivalent beziiglich
eines Zeitpunktes, so auch in Bezug auf jeden anderen Zeitpunkt.

Zwei (oder mehr) zu unterschiedlichen Zeitpunkten fillige Zahlungen diirfen nur
dann zu einem (zeitbezogenen) Gesamtwert (additiv und/oder subtraktiv) zusam-
mengefasst werden, wenn sie zuvor auf einen gemeinsamen Bezugstermin auf-/
abgezinst wurden.

Ist eine Zahlungsreihe (insbesondere eine Rente) in einem Zeitpunkt zu einem
Gesamtwert S zusammengefasst worden, so erhilt man jeden Zeitwert derselben
Zahlungsreihe (Rente) durch einmaliges Auf-/Abzinsen des bereits ermittelten
Gesamtwertes S.

Aquivalenzprinzip der Finanzmathematik

Zwei Zahlungsreihen A, B diirfen nur dann verglichen, addiert oder subtrahiert wer-
den, wenn zuvor sdmtliche vorkommenden Zahlungen (mit Hilfe einer zuvor defi-
nierten Verzinsungsmethode) auf einen und denselben Stichtag auf- oder abgezinst
wurden. Der dabei verwendete Zinssatz heiBt Kalkulationszinssatz oder (im Fal-
le der Aquivalenz) Effektivzinssatz (auch Rendite (bei Wertpapieren) oder interner
Zinssatz (bei Investitionen)). Bei Anwendung der reinen Zinseszinsrechnung (d.h.
Anfang und Ende des betrachteten Zeitintervalls sind Zinszuschlagstermine) gilt:
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1) Der Zeitwert S; (zu einem gewédhlten Stichtag) einer Zahlungsreihe S;, S, ..., Sx
darf bei exponentieller Verzinsung durch getrenntes Auf-/Abzinsen jeder Einzel-
zahlung mit anschliefender Saldobildung ermittelt werden:

St =81g" +S,q” +... + 5.q"

Dabei sind t;,...,t, die in Zeitperioden gemessenen Abstdnde der Zahlungen
Si, ..., Sy vom Stichtag t.

2) Beim Auf-/Abzinsen einer Zahlung (bzw. eines zuvor nach 1.) ermittelten Zeit-
wertes) auf einen gewédhlten Stichtag diirfen beliebige Verzinsungsstufen oder
-umwege gemacht werden:

St = Soqt = SO . qt1 . qu et th = SO . qt1+t2+...+tx (t = tl + tz +...+ tX)

3) Sind zwei Zahlungsreihen A, B beziiglich eines Stichtages (= Zinszuschlagstermin)
dquivalent, so auch beziiglich jedes beliebigen anderen Stichtages, d.h. der Stichtag
ist beliebig wihlbar.

4) Derjenige nachschiissige Jahreszinssatz p, fiir den unter Beachtung der jeweils an-
zuwendenden Verzinsungsmethode die Aquivalenzgleichung A = B wahr wird,
heilit effektiver Jahreszins (Rendite, interner Zinssatz).

Zeitzentrum einer Zahlungsreihe bei exponentieller Verzinsung

Gegeben sei eine Zahlungsreihe mit den Einzelzahlungen S;, S,,..., Sy, die zu
genau definierten Zeitpunkten fillig sind. Sdmtliche Zahlungen sind &quiva-
lent (d.h. ohne Zinsvor- oder -nachteile) ersetzbar durch die einmalige Zahlung
S=S;+...+ Sy des nominellen Gesamtbetrages. Der Filligkeitstag (Zeitzentrum
der Zahlungsreihe, mittlerer Zahlungstermin) ist:

In(S:q" + S, +... + Spg™) — In(S; + Sy +. .. + Si)

Ing
Dabei messen t bzw. ¢y, ..., t,, den Zeitabstand der Zahlung vom spéteren Stichtag.
Inflation
Definition

Die Inflationsrate i;,; ist definiert als derjenige Prozentsatz, der in einer Volkswirt-
schaft die Verdnderung des allgemeinen Preisniveaus gegeniiber dem Vorjahr angibt.
Der Inflationsfaktor ist 1 + ij,g.
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Inflationsbereinigung

Bei der Inflationsrate i;,7 hat der Betrag G, dieselbe Kaufkraft wie G, heute, wobei

Gt+ 1

Gy = G(1 +1; — G=——
t+1 (. 11nﬂ) t 1+iinﬂ

Sind ijng 1, Iinfi2, - - - die Inflationsraten fiir mehrere aufeinander folgende Zeitrdume,
so gilt:

Gp = GO(l + iinﬂ,l) : (1 + iinﬂ,Z) et (1 + iinﬂ,n)
GO = g g Gn g
(1 + Iinﬂ,l) : (1 + Iinﬂ,Z) et (1 + Iinﬂ,n)

Der durchschnittliche Inflationsfaktor ist

14 Ting = {4 dipa) - (U diap) - (14 i)
Es gilt:
< Gn
G, = GO(l + Iinﬂ)n Gy = 7 = 1
(1 + Ijnﬂ)

Exponentielle Verzinsung unter Beriicksichtigung der Inflation

Der Realwert einer Kapitalanlage K, bei einer jahrlichen Nominalzinsrate r = r,on
und einer jahrlichen Inflationsrate i;,s nach n Jahren ist:

Ko(1 + rpom)” 1+ Inom)”
Kn,O = 0( 7 HOH;) = KO ( 'HOH?)H = KO(l + rreal)n
(1 + Iinﬂ) (1 + Iinﬂ)
Dabei ist:
1+r, 1+, T'nom — 1j
1+ Ireas = 'Hﬂm — TIreal = 'Hom -1= o - inf
1 + Iinf 1 + Iinf 1 + Iinf

Definition*

Man spricht von einer geometrischen Reihe {s,}, wenn s, = a+ak+ak?+...+ak™ %+
ak™™, d.h. jeder Summand entsteht aus dem vorhergehenden durch Multiplikation
mit dem Faktor k oder der Quotient zweier aufeinander folgender Summanden ist
konstant gleich k.

* Siehe auch S. 32.
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Insbesondere ist die Entfernung oder Anderung des vom Verlag vergebenen
Passwortschutzes ausdricklich untersagt!

Bei Fragen zu diesem Thema wenden Sie sich bitte an: info@pearson.de

Zusatzdaten

Méglicherweise liegt dem gedruckten Buch eine CD-ROM mit Zusatzdaten bei. Die
Zurverflgungstellung dieser Daten auf unseren Websites ist eine freiwillige Leistung
des Verlags. Der Rechtsweg ist ausgeschlossen.

Hinweis

Dieses und viele weitere eBooks konnen Sie rund um die Uhr
und legal auf unserer Website

informit.de

http://www.informit.de

herunterladen


mailto:info@pearson.de
http://www.informit.de/
https://www.pearson.de/9783863266363

